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Vorwort. 



Dieses Buch hat den Zweck, das Wichtigste aus den 
Elementen der Zahlentheorie in einfacher und übersichtlich^ 
Darstellung zu geben. Es werden darin die Theilbarkeit der 
Zahlen, die Congruenzen ersten Grades, die Potenzreste und 
im Zusammenhang damit die binomischen Congruenzen, ferner 
die quadratischen Beste und die Congruenz zweiten Grades, 
endlich die binären quadratischen Formen, soweit die ganz- 
zahlige Auflösung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 
mit zwei Unbekannten es erfordert, eingehend behandelt. Da 
das Buch für Anfänger bestimmt ist und wohl nur an wenigen 
höheren Lehranstalten Zeit für eine gründliche Beschäftigung 
mit den in der Zahlentheorie vielfach angewandten Ketten- 
brüchen bleibt, so schien es mir rathsam, diesem Gegenstande 
ein besonderes Kapitel zu widmen. 

Was die Darstellung betrifft, so habe ich besonderes Ge- 
wicht darauf gelegt, die wichtigeren Sätze und Verfahrungs- 
arten durch Beispiele und durch mehr oder weniger vollständig 
gelöste Aufgaben, die zum Theil den trefflichen Sammlungen 
von Heis, Bardey und Meier Hirsch entnommen sind, zu be- 
festigen. Durch diese wiederholte Anwendung hoffe ich den 
Lernenden in den wirklichen Besitz der vorgetragenen Lehren 
zu setzen und ihn zu einem genussreichen Studium der klas- 
sischen Werke und Arbeiten über Zahlentheorie zu befähigen 
und zu veranlassen. 

Frankfurt a. M., im Februar 1887. 

6. Wertheim. 
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Erstes Kapitel. 

Theilbarkeit der Zahlen. 

§ 1. Definition. — Jede Zahl a lässt sich durch sich 
selbst nnd durch die Einheit ohne ßest theilen, hat also 
wenigstens zwei Divisoren, nämlich a und 1. Eine Zahl, 
welche nur diese beiden Divisoren zulässt, wird eine absolute 
Primzahl oder schlechtweg eine Primzahl genannt. Eine 
Zahl, die dieser Definition nicht entspricht, heisst zusammen- 
gesetzt. 

Eine Primzahl ist z. B. 13; dagegen ist die Zahl 15 zu- 
sammengesetzt, da sie ausser 1 und 15 auch noch die Divi- 
soren 3 und 5 hat. 

§ 2. Ermittlung der Primzahlen. — Die einzige 
gerade Primzahl ist 2; alle übrigen Primzahlen sind un- 
gerade. Daher hat man, um die Primzahlen zu ermitteln, 
nur die ungeraden Zahlen 

3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17,... 

ins Auge zu fassen. Aus dieser Reihe scheidet man nach 
einem dem Eratosthenes (250 v. Chr.) zugeschriebenen Ver- 
fahren („Sieb des Eratosthenes") die zusammengesetzten Zahlen 
in folgender Weise aus: 

Man streicht, mit 3 beginnend, die 3*® Zahl, d. i. 9, die 
6*®, d. i. 15, die 9% 12*®, u. s. w. Zahl aus; dadurch fallen aus 
der Reihe der ungeraden Zahlen offenbar die durch 3 theil- 
baren Zahlen 9, 15, 21, 27, . . . weg. Weiter streicht man, 
mit 5 beginnend, die 5*®, 10*®, 15*®, . . . Zahl aus, wobei die 
bereits weggefallenen Zahlen mitzuzählen sind, und entfernt 
dadurch alle durch 5 theilbaren ungeraden Zahlen 15, 25, . . . . 
Ebenso verfährt man weiter mit 7, 11, 13, .... Die nach 

Wortheim, Zahlentheorie. 1 
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dieser Operation stehen gebliebenen Zahlen sind die sämmt- 
lichen in dem betrachteten Gebiet vorhandenen Primzahlen. 

Es fragt sich nun, welches die letzte Primzahl ist, mit 
der man diese Abzahlung beginnen muss, um alle Primzahlen 
bis zu einer gewissen Grenze a zu erhalten. Das ergiebt sich 
aus folgender Bemerkung: Wenn eine zwischen 1 und a lie- 
gende Zahl 6 das Produkt zweier Paktoren m, w ist (6 = tn . n\ 

von denen der eine mehr als ]/a beträgt, so muss der andere 

<,ya sein. Die Zahl 6 fällt demnach bei dem obigen Ver- 
fahren schon durch die mit dem kleineren Factor beginnende 
Abzahlung weg, und es ist überflüssig, die Abzahlung von 
dem grösseren Factor aus vorzunehmen. Die letzte Zahl, von 
der aus man abzuzählen hat, um alle zwischen 1 und a lie- 
genden Primzahlen zu finden, ist also die grösste Primzahl 

welche kleiner oder gleich |/a ist. 

Beispiel. Da >/iÖÖ = 10 und 7 die grösste Primzahl 
unter 10 ist, so hat man, um alle Primzahlen bis 100 zu er- 
halten, in der oben dargelegten Weise nur mit den Zahlen 3, 
5, 7 zu verfahren. Man erhält, wenn die wegfallenden Zahlen 
in Klammern gesetzt werden, 

3, 5, 7, [9], 11, 13, [15], 17, 19, [21], 23, [25], [27], 29, 

31, [33], [35], 37, [39], 41, 43, [45], 47, [49], [51], 53, [55], 

[57], 59, 61, [63], [65], 67, [69], 71, 73, [75], [77], 79, [81], 

83, [85], [87], 89, [91], [93], [95], 97, [99]. 

§ 3. Anzahl der Primzahlen. — Lehrsatz. Die na- 
türliche Zahlenreihe enthält unendlich viele Prim- 
zahlen (Euklid's Elemente, Buch IX, Satz 20), 

Beweis. Wäre die Anzahl der Primzahlen eine endliche 
und p die grösste derselben, so könnten wir alle vorhandenen 
Primzahlen 2, 3, 5, . . ., jp mit einander multipliciren und das 
Produkt um eine Einheit vergrössern. Die erhaltene Zahl 

J. = 2.3.5...p + 1 

wäre nun jedenfalls grösser als p und durch keine der vor- 
handenen Primzahlen 2, 3, . . ., p theilbar, da sie ja für jede 
derselben den Rest 1 liefert. A müsste also entweder selbst 
eine Primzahl oder durch über p hinausliegende Primzahlen 
theilbar sein. 
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In jedem Falle existirt also, im Widerspruch mit unserer 

Annahme^ eine Primzahl, die grösser als _p ist, und die Reihe 

der Primzahlen ist daher, wie die natürliche Zahlenreihe selbst, 

unbegrenzt. 

Anmerknng. Der yorstehende Satz ist ein specieller Fall des all- 
gemeineren, von Lejeune Dirichlet in den Abhandlungen der Berliner 
Akademie 1837 bewiesenen Satzes : Jede unbegrenzte arithmetische 
Progression, deren erstes Glied und Differenz ganze Zahlen 
ohne gemeinschaftlichen Factor sind, enthält unendlich viele 
Primzahlen. 

§ 4, Zusammengesetzte Zahlen und Zerlegung der- 
selben. — Eine zusammengesetzte Zahl m lässt sich der De- 
finition nach als das Produkt zweier Factoren darstellen, von 
denen jeder kleiner als m ist. Jeder dieser Factoren ist ent- 
weder eine Primzahl oder zusammengesetzt. Im letzteren Falle 
lässt er sich wieder in zwei Factoren zerlegen, von denen jeder 
kleiner als er selbst ist. Da man auf diese Weise zu immer 
kleineren Factoren gelangt, und es nicht unendlich viele ganze 
Zahlen geben kann, die kleiner als m sind, so muss man end- 
lich zu Zahlen gelangen, die nicht weiter zerlegt werden können, 
d. h. zu Primzahlen. Jede zusammengesetzte Zahl kann also 
als das Produkt von Primzahlen dargestellt werden. Es ist 
z. B. 60 = 2 . 2 . 3 . 5. 

Tritt in der Zerlegung einer Zahl m eine Primzahl a wieder- 
holt, etwa «mal, als Factor auf, so schreibt man statt der a 
Factoren a einfach die Potenz a". Ebenso verfährt man mit 
den übrigen Primzahlfactoren 6, c, . . ., die beziehungsweise ß, 
y, ... mal vorhanden sein mögen. Dann wird die Zahl m auf 
die Form 

gebracht, wo a, b, Cy ... ungleiche Primzahlen, a, /3, y, . . . 
ganze positive Zahlen bezeichnen. Beispiel: 504 == 2^ . 3^ . 7. 

Es lässt sich nun zeigen, dass jede zusammengesetzte Zahl 
nur auf eine Weise in Primzahlfactoren zerlegt werden kann. 
Der Beweis wird geführt mittels der beiden folgenden Hilfs- 
sätze: 

Hilfssatz I. Das Produkt zweier ganzen Zahlen, 

die kleiner als eine Primzahl p sind, ist durchs nicht 

theilbar. 

1* 
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Beweis. Wir nehmen an, es gebe zwischen 1 und p mehrere 
Zahlen b^ c, d, . . . von der Beschaffenheit, dass das Produkt 
einer jeden in die demselben Intervall angehörende Zahl a 
durch p theilbar sei. Die kleinste dieser Zahlen h, c, d, .. . 
sei 6. Nun muss erstens &>1 sein; denn für 6 = 1 wäre 
ah = a, also a, der Voraussetzung zuwider, durch p theilbar. 
Ferner kann b nicht in p aufgehen, da p eine Primzahl ist. 
Wir werden also, wenn wir p durch b dividiren, einen Quo- 
tienten q und einen Rest r erhalten, welcher letzterer von 
Null verschieden und kleiner als b ist. Es ist dann 

p = bq + r, 

folglich ap = abq + ar . 

Nun ist offenbar aber ap und (der Voraussetzung nach) 
auch abq durch p theilbar; p muss daher auch in ar auf- 
gehen, d. h. r muss sich unter den Zahlen b, Cj d^ . . . vor- 
finden. Unsere Annahme, b sei die kleinste dieser Zahlen, 
führt also zu dem Resultat, dass es eine noch kleinere Zahl 
r von derselben Beschaffenheit gebe. Es giebt also überhaupt 
keine Zahl zwischen 1 und p, deren Produkt in a durch p 
theilbar wäre. 

Hilfssatz IL Wenn weder a noch b durch die Prim- 
zahl p theilbar ist, so ist auch das Produkt ab nicht 
durch p theilbar. 

Beweis. Wir dividiren jede der beiden Zahlen a, b durch 
p und nennen die erhaltenen Quotienten A, JB, die erhaltenen 
Reste CK, ß^ so ist 

a = Ap -f- a , 6 = Bp + ß , 

also ab = {ABp + « J5 + ßA) p + aß. 

Wäre nun ab durch p theilbar, so müsste p offenbar auch in 
aß aufgehen. Das ist aber, da jede der Zahlen a^ ß kleiner 
als p ist, nach dem vorigen Satze unmöglich. 

Znsatz. Wenn keine der Zahlen a, b, c, d, ... durch 
die Primzahl p theilbar ist, so ist auch das Produkt 
abcd.'.. durchs nicht theilbar. 

Beweis. Nach dem Hilfssatz II ist ab nicht durch p 
theilbar; folglich geht p nach demselben Satze auch nicht in 
ab . c = abc auf, u. s. w. 



Theilbarkeit der Zahlen. 5 

Lehrsatz, Eine jede zusammengesetzte Zahl kann 
nur auf eine Weise in Primzahlfactoren zerlegt werden. 

Beweis. Angenommen^ die Zahl 

^ = a« 6/* cy . . . , 
wo a, bj c, , . . ungleiche Primzahlen, a, /5, y, . . . ganze posi- 
tive Zahlen sind, sei noch auf eine zweite Weise in Primzahl- 
factoren zerlegt worden. Dann kann das zweite Factoren- 
System keine Primzahl enthalten, die sich nicht auch im 
ersteren vorfindet; denn eine solche würde nach dem vorher- 
gehenden Zusatz nicht in a" 6/* c>' . . . , d. h. nicht in Ä auf- 
gehen. Ebenso kann dem zweiten System keine Primzahl des 
ersten fehlen; denn eine solche würde nach demselben Zusatz 
nicht in das Produkt der Zahlen des zweiten Systems, d. h. 
nicht in A aufgehen. 

Beide Systeme könnten sich also nur dadurch unter- 
scheiden, dass ein und dieselbe Primzahl in dem einen System 
einen grösseren Exponenten als in dem anderen hätte. Es 
sei p eine solche Primzahl, welche in dem einen System den 
Exponenten m, im anderen System einen grösseren Exponenten 

Ä 
m '\- n habe. Dann würden sich für die Zahl — zwei Zer- 

legungen ergeben, von denen die eine die Primzahl p gar nicht, 
die andere den Factor p* enthielte, was, wie wir bereits ge- 
zeigt haben, unmöglich ist*. Beide Zerlegungen stimmen also 
auch hinsichtlich der Exponenten vollständig überein. 

§ 5« Divisoren einer Zahl. — Hat man eine Zahl m 
auf die Form 

gebracht, wo a, &, c, . . . ^ a, /S, y, . . . die schon mehrfach an- 
gegebene Bedeutung haben, so ist es leicht, ihre sämmtlichen 
Divisoren zu bilden. 

m hat zunächst des Factors a" wegen die a + 1 Divisoren 
(I) 1, a, a^, . . ., a°^. 

Weil ferner m auch den Factor h^ enthält, so geht weiter 
jede Zahl in m auf, die entsteht, wenn man die Zahlen (I) 
der Reihe nach mit jeder der Zahlen 6, i^, . . . , W multiplicirt. 
Man erhält auf diese Weise aus jeder der Zahlen (I) ß^ also 
im Ganzen (a -f- 1) ^ neue Divisoren von m, nämlich 
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(II) b, abj a^b,..,j a«&-, 6*, a6% a^6%..., a'^ft*; 

. . . ; 6/* , a&/* , a^b^ > • • • > «"&<*, 

und die Gesammtzahl der Divisoren^ die nur aus a und b ge- 
bildet sind; ist 

(« + 1) + (« + 1) /j = (« + 1) (ß + 1). 

Dazu kommen weiter wegen des Factors c^ alle Zahlen, die 
man erhält, wenn man die (« + 1) (/3 + 1) Zahlen (I) und 
(II) der Beihe nach mit c, c^, . . ., c>' multiplicirt. Dies liefert 
{a + 1) (/3 + 1) y neue Divisoren. Man hat dann im Ganzen 

(a + 1) (^ + 1) + (a + 1) (/S + 1) y 

= (a + 1) (^ + 1) (y + 1) 

Divisoren. Durch Fortsetzung dieser Schlüsse erkennt man, 

dass die Zahl 

m = a" &/* c^ . . . Ä* 
genau 

(a + l)(^+l)(y+l)...(xH-l) 

Divisoren hat, die, wie man leicht sieht, die sa«mmtlichen 
Glieder des Produkts 

(1 + a + a^ H [- a«) 

X (1 + 6 + 6^ H h 6^) . . . (1 + Ä H [-Je'') 

sind, deren Summe also 

a— 1 ' 5 — 1 "" k — 1 
ist. 

Beispiel. Die Zahl 504 = 2^ 3^ 7 hat zu Divisoren die 
24 Glieder des Produkts 

(1 + 2 + 2« + 2') (1 + 3 + 3^) (1 + 7); 

diese sind, der Grösse nach geordnet, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9, 12, 
14, 18, 21, 24, 28, 36, 42, 56, 63, 72, 84, 126, 168, 252, 504 
und haben zur Summe 

|^-|Tr^-8 = 1560. 

Anmerkung, Eine merkwürdige Formel zur Berechnung der 
Summe der Divisoren einer Zahl ist von Euler gefunden und nach 
vielen Bemühungen von demselben bewiesen worden. (Euler, Commen- 
tationes Algebr. CoUectae, Petropoli 1849, T. I, p. 146 ff.). 
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Vollkommene Zahlen. — Eine Zahl, welche der Summe 
ihrer Divisoren, die Zahl selbst ausgeschlossen, gleich ist, heisst 
vollkommen. 

Alle uns bekannten Zahlen dieser Art liefert der Satz 
von Euklid (Elemente, Buch IX, 36). Addirt man von der 
Einheit an so viele Glieder der geometrischen Pro- 
gression 1, 2, 4, 8,..., bis deren Summe eine Prim- 
zahl wird, so ist das Produkt aus dieser Summe und 
dem letzten Gliede, das genommen wurde, eine voll- 
kommene Zahl. 

Beweis. Es sei s = 1 + 2 -f 2^ H [- 2'»-"i = 2» — 1 

eine Primzahl, so ist zu zeigen, dass die Summe der Divisoren 
des Produkts (2** — 1) 2^"^ gleich diesem Produkt selbst sei. 
Diese Divisoren sind aber, da 2** — 1 eine Primzahl ist, die 
der Kürze wegen mit p bezeichnet werden möge, 

1 , 2, 2S . . ., 2»-S i), 2p, 2*p, . . ., 2''-'p, 

haben also zur Summe 

2~ — 1 + i? (2»-^ — 1) 

= 2« — 1 + (2» -- 1) (2»-i - 1) = (2« - 1) 2«-^ 

Beispiele. Den Werthen w = 2, 3, 5, 7 entsprechen be- 
ziehungsweise die vollkommenen Zahlen 6, 28, 496, 8128. 

Befreundete Zahlen. — - Zwei Zahlen heissen be- 
freundet, wenn jede derselben der Summe der Divisoren der 
anderen, die Zahl selbst ausgeschlossen, gleich ist. (Yergl. 
Euler, Opuscula, T. IL p. 23 S). Von dieser Art sind z. B. 
die beiden Zahlen 220 und 284; denn die Divisoren von 220 
haben die Summe 

l + 2 + 4-f5+10-f 11 + 20 + 22 -f 44 + 55-1-110 = 284, 

und die Divisoren von 284 haben die Summe 

1 + 2 + 4 + 71 + 142 = 220. 

§ 6, Der grösste gemeinschaftliche Divisor von 
Zahlen. — Wenn Zahlen in ihre Primzahlfactoren zerlegt sind, 
so bildet man ihren grossten gemeinschaftlichen Divisor auf 
folgende Weise: Man nimmt jede Primzahl, die allen gegebenen 
Zahlen gemeinschaftlich ist, giebt ihr den kleinsten Exponenten, 
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den sie in einer dieser Zahlen hat; und multiplicirt die so er- 
haltenen Potenzen. 

Beispiel. Die Zahlen 

504 = 2^ 3^ 7, 240 = 2^ 3 . 5 und 864 = 2^3^ 

haben als grössten gemeinschaftlichen Divisor 2^ . 3 == 24. 

Wir werden jetzt zeigen, wie man verfährt, wenn die ge- 
gebenen Zahlen nicht in ihre Primzahlfactoren zerlegt sind 
und auch nicht erst zerlegt werden sollen. 

Aufgabe I. Den grössten gemeinschaftlichen Divisor zweier 
Zahlen a und 6 < a zu ermitteln. 

1. Fall. Wenn die Zahl 6 in a aufgeht, so ist sie, da 
sie auch in sich selbst aufgeht, ein gemeinschaftlicher Divisor 
von a und 6. Sie ist aber auch der grösste gemeinschaftliche 
Divisor, weil keine grössere Zahl als 6 in 6 aufgehen kann. 

2. Fäll, h geht nicht in a auf. Erhält man bei der 
Division einer beliebigen Zahl a durch eine Zahl ß einen 
Quotienten x und einen Rest Q K ß^ so ist a = /3x + p, und 
man erkennt leicht, dass der grösste gemeinschaftliche Divisor 
von « und ß mit dem grössten gemeinschaftlichen Divisor von 
ß und Q übereinstimmt. 

Dies vorausgesetzt, dividiren wir mit 6 in a, mit dem 
Rest Ty der kleiner als 6 ist, in 6, mit dem neuen Rest r^, der 
kleiner als r sein wird, in r, u. s. w., und erhalten, da die 
Reste immer kleiner werden, also endlich einmal der Rest 
Null erscheinen muss, die Gleichungen 



^m = ^»n+l3'»i-f2. 

Da nun die Zahlenpaare a und 6, 6 und r, r und r^, . . ., 
Tm^i und Tm, Tm uud Y^j^^ denselben grössten gemeinschaft- 
lichen Divisor haben, und da r^+i der grösste gemeinschaft- 
liche Divisor des letzten Paares ist, so ist r^^x auch der 
grösste gemeinschaftliche Divisor von a und &. 
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Aufgabe II. Den grössten gemeinschaftlichen Divisor 
mehrerer Zahlen a, b, c, . . . zu bestimmen. 

Man .ermittle zunächst den grössten gemeinschaftlichen 
Divisor d der beiden Zahlen a und b, und sodann den grössten 
gemeinschaftlichen Divisor d' von d und c, so ist d' der grösste 
gemeinschaftliche Divisor der drei Zahlen a, 6, C] denn öT geht 
in c und, weil in dy auch in a und b auf, ist also ein Divisor 
von a, b, c. Hätten nun die drei Zahlen a, b, c einen ge- 
meinschaftlichen Divisor d, der grösser als d' wäre, so würde 
d in c und, weil in a und 6, auch in d aufgehen, d. h. c und 
d würden einen gemeinschaftlichen Divisor haben, der grösser 
als ihr grösster gemeinschaftlicher Divisor wäre. Es ist also 
in der That d' der grösste gemeinschaftliche Divisor von a, 6, c. 

Man sieht leicht, wie man durch wiederholte Anwendung 
dieses Verfahrens den grössten gemeinschaftlichen Divisor be- 
liebig vieler Zahlen bestimmen kann. 

§ 7. Relative Primzahlen. — Zwei Zahlen heissen 
prim zu einander oder relative Primzahlen, wenn ihr 
grösster gemeinschaftlicher Divisor die Einheit ist, 

15 und 8 sind prim zu einander, 15 und 12 nicht. 

Lehrsatz I. Wenn die Zahlen a und b prim zu 
einander sind; so geht jeder gemeinschaftliche Di- 
visor von ak und b in Je auf. 

Beweis. Da a und b relative Primzahlen sind, so gelangt 
man bei den in § 6 Aufgabe I angegebenen Divisionen zu 
dem Rest 1, erhält also die Gleichungen 

* a =bq + ^ 

b =rqi +r, 



Tm—l = rmqm-\-l + 1 • 

Werden dieselben sämmtlich mit h multiplicirt, so verwandeln 
sie sich in 

ak = bqk + ^^ 

bk = rq^k + r^k 



und daraus erkennt man, dass ein gemeinschaftlicher Divisor 
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von aTc und h auch in rTc, folglich^ weil in h und rh^ auch, in 
r^l, u. s. w., endlich auch.in k aufgehen muss. 

Ist im Besoilderen aTc durch h theilbar, so muss h durch 
h theilbar sein. 

Lehrsatz II. Wenn jede der beiden Zahlen a, Tc 
prim zu h ist, so ist auch das Produkt aTc prim zu h. 

Beweis. Ein gemeinschaftlicher Divisor von ak und h 
müsste, da a prim zu h ist, nach dem vorigen Satze in h auf- 
gehen, während Tc prim zu h sein soll. 

Zusatz. Potenzen relativer Primzahlen sind prim 
zu einander. 

Beweis. Wenn a prim zu h ist, so ist nach dem vorigen 
Satze auch a^, daher nach demselben Satze auch a^, u. s. w., 
allgemein a^ prim zu &. Auf dieselbe Weise folgt aus der 
Annahme, 6 sei prim zu a"*, dass auch 6^, 6*, u. s. w., all- 
gemein &* prim zu a*^™ sein muss. a"* und 6« sind mithin 
relative Primzahlen. 

§ 8. Das kleinste Vielfache von Zahlen. — Unter 
dem kleinsten Vielfachen der Zahlen a, 6, c, . . . versteht man 
die kleinste Zahl, welche durch jede der Zahlen a, &, c, . . . 
theilbar ist. 

Wenn die Zahlen a, 6, c, . . . in ihre Primzahlfaktoren 
zerlegt sind, so bildet man das kleinste Vielfache derselben auf 
folgende Weise: Man nimmt jede Primzahl, die in einer der 
Zahlen a, 6, c, . . . vorkommt, giebt ihr den grossten Ex- 
ponenten, den sie in einer derselben hat, und bildet das Pro- 
dukt aller so erhaltenen Potenzen. « 

Beispiel. Die Zahlen 

504 = 23.32.7, 240 = 2*. 3. 5, 864 = 2^ 3^ 
haben das kleinste Vielfache 

2^ 33. 5. 7 = 30240. 

Wir wollen jetzt zeigen, wie man das kleinste Vielfache 
gegebener Zahlen ermittelt, ohne ihre Primzahlfactoren zu 
benutzen. 

Aufgabe I. Das kleinste Vielfache zweier Zahlen a, h 
zu finden. 

1. Fall. Wenn a und h prim zu einander sind, so ist 
das Produkt ab das kleinste Vielfache beider Zahlen. 
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Das kleinste Vielfache muss nämlich durch a theilbar^ 
also von der Form alc sein^ wo h eine ganze positive Zahl 
ist. aTc soll aber auch durch h theilbar sein, und da a prim 
zu h ist, so erfordert dies nach § 7 Lehrsatz I, dass h durch 
h theilbar, also Jc = hl sei, wo l eine ganze positive Zahl be- 
zeichnet. Die durch a und zugleich durch h theilbaren Zahlen 
haben also die Forn^ aJc *=» ahl und werden erhalten, indem 
man l der Reihe nach die Werthe 1, 2, 3, . . . beilegt. Die 
kleinste dieser Zahlen, d. i. das kleinste Vielfache von a und 
6 entspricht dem Werthe ü = 1 und ist ab. 

2. Fall. Haben a und b einen grössten gemeinschaft- 
lichen Divisor öt, so ist 

■j a b 
a • — • — 

d d 

das kleinste Vielfache von a und b. Es sei nämlich 

a = ad, b = ßdf 

wo a und ß relative Primzahlen sind. Dann ist jedes Viel- 
fache von a von der Form adJc, Soll dasselbe durch b = ßd 
theilbar sein, so muss ß in aJc und, da ß prim zu a ist, ß,m 
Je aufgehen, h ist also von der Form ßl, wo l eine ganze 
positive Zahl bezeichnet. Die Vielfachen von a und b sind 
daher in dem Ausdruck aß dl enthalten und ergeben sich, 
wenn man l der Reihe nach die Werthe 1, 2, 3,... beilegt. 
Das kleinste Vielfache entspricht dem Werthe Z = 1 und ist 

aßd = d . a , ß == d» -j^' -j' 

Aufgabe II. Das kleinste Vielfache beliebig vieler ge- 
gebenen Zahlen a, b, c, . . . zu finden. 

Auf die im Vorigen angegebene Weise lässt sich das kleinste 
Vielfache m der beiden Zahlen a und b und sodann das kleinste 
Vielfache m^ von m und c bestimmen; m^ ist dann, wie wir 
zeigen wollen, das kleinste Vielfache der drei Zahlen a, &, c. 

Da die durch a und b theilbare Zahl m in m^ aufgeht, 
so geht sowohl a als auch b in m^ auf. m^ ist aber auch 
ein Vielfaches von c, also ist m^ ein Vielfaches der drei Zahlen 
a, b, c. 

Es ist jetzt noch zu beweisen, dass m^ das kleinste Viel- 
fache von a, 6, c ist. Gäbe es eine Zahl /x<mi, welche 
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durch ttj h, c theilbar wäre, so müsste dieselbe, weil durch a 
und 6, auch durch m, und, weil durch m und c, auch durch 
m^ theilbar sein. Das ist aber unmöglich, da ^<,mi sein 
soll» m^ ist somit in der That das kleinste Vielfache der 
drei Zahlen a, 6, c. 

Man sieht leicht, wie man durch wiederholte Anwendung 
dieses Verfahrens das kleinste Vielfacherbeliebig vieler Zahlen 
bestimmt. 

§ 9. Die Function q){m), — Von besonderem Interesse 
ist es, zu bestimmen, wie viele Zahlen prim zu einer 
gegebenen Zahl m und nicht grösser als m sind. Die 
Anzahl dieser Zahlen pflegt man mit q)(fn) zu bezeichnen. 

So giebt es eine Zahl, nämlich 1, welche prim zu 1 
und nicht > 1 ist; es ist folglich ^»(l) = 1. 

Prim zu 6 und nicht grösser als 6 sind die beiden Zahlen 
1 und 5; also ist 9?(6) = 2. Ebenso erhält man leicht 

<)£>(2)-=l, <)P(3) = 2, 9.(4) = 2, 9(5) = 4, 

u. s. w. Um allgemein q)(m) zu bestimmen, denken wir uns 
m in seine Primzahlfactoren zerlegt, 

wo wieder a, 6, c, . . . ungleiche Primzahlen, a, /3, y, . . . ganze 

positive Zahlen bezeichnen. Es handelt sich dann darum, aus 

der Reihe 

(I) 1; 2, 3,...,m 

jede Zahl zu entfernen, welche durch eine oder mehrere der 

Primzahlen a, &, c, . . . theilbar ist, und die stehen gebliebenen 

Zahlen zu zählen. 

Durch a sind theilbar die ^ Zahlen 

a 

a, 2a, 3a, . . ., — a. 
Streicht man diese Zahlen aus, so bleiben in der Reihe (I) noch 



m = m 

a 



i^-i) 



Zahlen stehen, von denen keine durch a theilbar ist. 

Zweitens haben wir die Zahlen wegzulassen, welche den 

Factor 6 enthalten. Es sind dies die -r Zahlen 
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6, 26, 36, . . ., -T" 6. 

Einige derselben sind aber schon weggefallen, weil sie auch 
durch a theilbar sind, nämlich die -^ Zahlen 



ab y 2ab , 3a6 , . . ., —rah. 



ah 
ah 



'Die Reihe (I) enthält also 



m 
T 



ah & \ a ) 



Zahlen, welche durch 6, nicht aber auch durch a theilbar 
sind, folglich 



m 



0-i)-f(i-4)-»('-i)0-l) 



Zahlen, welche weder den Factor a, noch den Factor 6 

enthalten. 

fit 
Drittens haben wir die — durch c theilbaren Zahlen der 

Reihe (I) 

(II) Cj 2c, 3c, . . ., — c 

zu betrachten und zu bestimmen, wie viele derselben nicht 
schon fortgefallen sind, d. h. wie viele von ihnen weder a 
noch 6 als Factor enthalten. Da nun c als Primzahl nicht 
durch a oder 6 theilbar ist, so läuft diese Aufgabe darauf 
hinaus, zu untersuchen, wie viele Zahlen der Reihe 

an) 1,2,3,...,:^ 

weder a noch 6 als Factor enthalten. Nun haben wir oben 
gefunden, dafs die Reihe (I) 

G-i)(-T) 

Zahlen enthält, die weder durch a, noch durch 6 theilbar sind ; 
mithin enthält die Reihe (III) 

(^-i)0-i) 

Zahlen derselben Beschaffenheit, d. h. es befinden sich in (I) 

(-1)0-1) 



m 



m 
c 



m 
c 
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Zahlen, die durch c, nicht aber auch durch a oder b theilbar 
sind. Werden auch diese Zahlen entfernt, so bleiben noch 



m 



0-i)('-l)-"(-i)(-i) 



-.(,-1)0-00-9 



Zahlen, und diese enthalten weder a, noch 6, noch c als 
Factor. 

Durch Fortsetzung dieser Schlüsse ergiebt sich der Satz: 
Wenn m = a"i^c^ . . .k^ ist, wo a, 6, Cf,..,]c un- 
gleiche Primzahlen bezeichnen, so ist 

Beispiel. Da 504 = 2^ . 3* . 7 ist, so ist 

9>(504) = 504.(l-|)(l-|)(l-|) 

504 . 1 . 2 . 6 ^ . , 

2-.-3-T- = ^^' 

d. h. es giebt 144 Zahlen, die prim zu 504 und nicht grösser 
als 504 sind. 

§ 10. Eigenschaften der Function g)(m). — Lehr- 
satz I. Sind m^, mg, Wg, . . . relative Primzahlen, d. h. 
Zahlen, von denen jede prim zu jeder anderen ist, 
so ist « 

q)(mi Wg m3 . . .) = 9?(mi) ^^(mg) q){m^) . . . 

Beweis. Es seien 

^1} ^17 ^i;**' <ii® ungleichen Primzahlen von m^, 

^2» ^2? ^2; • • • ,y ;, ;; ;, ^2) 

^3> ^37 ^3; • • • 7? 7? 77 77 ^87 
7 

SO ist nach § 9 

9,K) = m,(l-l-)(l-^)..., 
und ebenso 
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€p{m^m2ni^ . . .) 

= ».,m,m3...(l-i.)(l-^)...(l_J-)..., 

folglich 

^){m^m^m^ . . .) = q){mj) q){m^ <p(^) • • • 

Beispiele. q)( 60) = 9?(4) 9(8) 9(6) = 2 . 2 . 4 = 16 , 
<|p(504) = <p(8) <p(9) 9>(7) = 4 . 6 . 6 = 144 . 

Lehrsatz IL Sind dj, dg,..., rf„ sämmtliche Divi- 
soren einer Zahl m = a«&*c>' . . ., die Einheit und die 
Zahl selbst nicht ausgeschlossen, so ist 

9(ßi) + ^W -I h 9W = m . 

Beweis. Ein Divisor von m hat die Form 

a'h'* (f .,,, 

wo t eine der Zahlen 0, 1, 2, . . ., a, 

„ w „ „ „ u, 1, ^, . . ., p, 



bezeichnet; und da a, &, o, . . . ungleiche Primzahlen sind, so 
ist nach dem vorhergehenden Satze 

(pipf 6" c*' . . .) = (piaf) 9(6") g?(c*') . . . 
Nun ist nach § 5 die Summe aller Divisoren von m gleich 
dem Produkt der Reihen 

1 + a + a^ -J 1- a« , 

1 + 6 + fc2-| yiß^ 



folglich die Summe der €p sämmtlicher Divisoren von m gleich 
dem Product der Reihen 

9(1) + €p{a) + €p{a^) H + 9)(a«) , 



Es ist aber 

9(1) = !, 

q>{a) = a (1 - 1) 
9>(a^) = V (1 - I) 

9,(0«) = «« (1 _ 1) , 
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also 

9>(1) + (p{a) + 9>(a*) -\ 1- cpia") 

= 1 + (l - I) (a + a« + . • . + o«) = o«. 
Ebenso ergiebt sich 

9)(1) + g>{b) + 9(6«) H h 9(^) = 2«* , 

„ithi. ■ 

g)(d,) + 9>(d2) H f- 9(4) = «" 6^ • • • = w . 

Beispiel. Die Zahl 12 hat die 6 Divisoren 1, 2, 3, 4, 6, 
12. Es ist 

9(1)=!, 9(2) = 1, 9(3) = 2, 9(4) = 2, 

9(6) = 2, 9(12) = 4 
und 

1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4= 12. 

§ 11. HöchstePotenz einerPrimzahl, welche in das 
Product aller Zahlen von 1 bis n aufgeht. (Legendre, 
theorie des nombreS; Introduction, XVI). — Bezeichnet p eine 
Primzahl und r die gröfste ganze Zahl, welche in dem Bruche 

— enthalten ist, so befinden sich in dem Produkte 

P=1.2.3...n 
r durch p theilbare Factoren, nämlich p, 2p, 3p. . . ., rp. 

Ist femer s die gröfste ganze Zahl, die der Bruch — , 

enthält, so giebt es in P 5 durch p^ theilbare Factoren, näm- 
lich p^, 2p^, 3p^j ...., sp^. Da wir nun aus jedem dieser 
Factoren p schon einmal genommen haben, so erhalten wir 
s neue Factoren p. 

Bezeichnet weiter t die grösste in -g enthaltene ganze 

Zahl, so kommen noch t Factoren p hinzu. 

So fahren wir fort, bis wir zu einem Bruche — gelangen, 

der keine ganze Zahl mehr enthält. Die Summe der bei 
diesen successiven Divisionen gefundenen ganzen Quotienten 
ist der Exponent der höchsten Potenz von p, welche in das 
Produkt 1 . 2 . 3 . . . w aufgeht. 
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Beispiel. Es ist 

!5? _ 50. ^ - 95. 1^ - 12 • ^ - 6 

32 = ^J • • • 5 64 — ^ ; • • • 5 128 ""'••• ' 

und da 

50 + 25 + 12 + 6 + 3 + 1 = 97 

ist, so enthält das Produkt 1.2.3... 100 den Factor 2^^. 

Dieses Resultat setzt uns in den Stand, zu beweisen, 
dass der Ausdruck 

1 . 2 . 3 . . . a 

in welchem die ganzen Zahlen a, h^ c, . . ,, d der Bedingung 

genügen, eine ganze Zahl ist. 

Wir haben nämlich nur darzuthun, dass eine beliebige 
Primzahl p in den Zähler dieses Ausdrucks mindestens ebenso 
oft aufgeht , als in den Nenner desselben. Zu diesem Zwecke 
bezeichnen wir mit Legendre die grösste in einem Bruche 

— enthaltene ganze Zahl durch El — |. Dann ist 

der Exponent der höchsten Potenz von p, welche in den 
Nenner und 

der Exponent der höchsten Potenz von p, welche in den 
Zähler aufgeht. Nun ist offenbar 

^ e-±n-^o a ^ (:-) + ^ (I) + • • • + ^ (f ) 



Wertheim, Z ahlentheorie. 
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also geht jede Primzahl p^ die in den Nenner aufgeht^ min- 
destens ebenso oft in den Zähler auf^ d. h. der Zähler ist 
durch den Nenner theilbar und der Ausdruck selbst eine 
ganze Zahl. 

§ 12» Anzahl der Zahlen eine» gegebenen Ge- 
biets, welche durch gegebene Primzahlen nicht theil- 
bar sind. — Wir stellen uns die Aufgabe zu ermitteln, wie 
viele Zahlen der Reihe 

(1) 1, 2, 3, ...,n 

durch gegebene Primzahlen p, q, r, . . .,s Dicht theilbar sind. 

Ist zunächst n ein Vielfaches von p, etwa n = äj|>, so 
enthält die Reihe (1) die Tc durch p theilbaren Zahlen 

jp, 2p, Sp, ..., Äp; 
mithin sind 

n — h = n = n(l ) 

P \ pj 

Zahlen von (1) durch p nicht theilbar. 

Wenn n kein Vielfaches von p ist und wir wieder die 

grösste in dem Bruche ~ enthaltene ganze Zahl mit E l—\ 

bezeichnen, so ergiebt sich, dass die Reihe (1) E l — j durch 
p theilbare, also 

Zahlen enthält, welche durch diese Primzahl nicht theil- 
bar sind. 

Um weiter zu bestimmen, wie viele von den Zahlen (1) 
weder durch p, noch durch q theilbar sind, scheiden wir zu- 
nächst die E (—A durch p theilbaren, dann die E l — \ durch 
q theilbaren aus; dadurch würden wir 



"-^(f)-^(f) 



erhalten. Wir haben aber jede der E l — j durch das Produkt 

pq theilbaren Zahlen zweimal ausgeschieden. Es ergiebt sich 
somit, dass die Reihe (1) 
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n 



<j)-^ ii) + ^ (-;,) 



Zahlen enthält, welche weder durch p, noch durch q theilbar 
sind. Wenn n durch jpg theilbar ist, so geht dieser Ausdruck 
über in 



»('-})(> -t)- 



Ist r eine dritte Primzahl, so ergiebt sich die Anzahl der 
weder durch p, noch durch g, noch durch r theilbaren Zahlen 
der Reihe (1) auf folgende Weise: 

Wir lassen erst die durch jp, dann die durch q, endlich 
die durch r theilbaren Zahlen weg und erhalten als Ausdruck 
für die Anzahl der zurückgebliebenen Zahlen 

Nun ist aber jede der beziehungsweise durch pq^ qr^ pr theil- 
baren Zablen zweimal ausgeschieden; also muss zu obigem 
Ausdruck noch 



^ (fJ + ^ fe) + ^ fe) 



n 



addirt werden. Endlich ist iede der E ( 1 Zahlen, die 

durch das Produkt pqr theilbar sind, dreimal fortgelassen 
(weil durch p, durch q und durch r theilbar), aber ebenso 
oft wieder hinzugefügt worden (weil durch pq, durch qr, 
durch pr theilbar). Da nun diese Zahlen aus (1) fortgelassen 
werden sollen, so ergiebt sich, dass die Reihe (1) 

Zahlen enthält, welche weder durch p, noch durch q, noch 
durch r theilbar sind. Wenn « durch pqr theilbar ist, so 
geht dieser Ausdruck über in 

»0:1)0 -T)0-i); 

Durch Fortsetzung dieser Schlüsse erhalten wir den Satz: 
Man erhält die Anzahl der Zahlen der Reihe 

2* 
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1, 2, 3, ..., n, welche durch keine der Primzahlen 
p, qy r, , . .y s theilbar sind; indem man das Produkt 

»('-^)(^-t)('-^)-('-t) 

auflöst und jedes Glied unter Beibehaltung seines 
Vorzeichens durch die grösste in ihm enthaltene 
ganze Zahl ersetzt. 

Wir wollen die Anzahl der Zahlen des Gebiets von 1 bis 
w, welche durch keine der i ersten Primzahlen 

JPi = 2, i)2 = 3, jps = 5, ..., i>.- 
theilbar sind, durch 9?(n, i) bezeichnen. Es ist also z. B. 

9(7,1) = 4, 9(8,1) = 4, 9,(10, 2) = 3, 
u. s. w. 

Es ist nun nicht schwer, eine Formel herzuleiten, welche 
die Berechnung von ^(w, i) in allen Fällen ermöglicht. 

Werden nämlich aus der Reihe (1) alle Zahlen weg- 
gelassen, welche durch eine der i — 1 ersten Primzahlen theil- 
bar sind, so bleiben noch (pin^i — 1) Zahlen stehen. 

Von diesen wollen wir noch diejenigen fortschaffen, welche 
durch die ^*® Primzahl theilbar sind, so dass uns nach der 
Definition nur noch q>{n, i) Zahlen übrig bleiben. Durch pi 
theilbar sind von den Zahlen des betrachteten Gebiets 

i>i, ^Pif Sjpi, ..., E{y)pi. 

Ein Theil dieser Zahlen, nämlich die durch eine der i — 1 
ersten Primzahlen theilbaren, sind aber schon in Wegfall ge- 
kommen; es bleiben also nur noch die zu beseitigen, welche 
durch pij aber durch keine der vorhergehenden Primzahlen 
theilbar sind. Die Anzahl dieser Zahlen ist gleich der An- 
zahl der Zahlen der Reihe 

1, 2, 3, ...,i?g), 

welche durch keine der i — 1 ersten Primzahlen theilbar sind, 
also gleich g? E (~\ , i — 1 , und somit ergiebt sich zur 

Berechnung von (p{n,i) die Formel 

/2) <jp(n, i) = (p(n, i — 1) - <jp ^ (^), t - l] . 
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Aufgabe. Die Anzahl der Zahlen des Intervalls von 1 
bis 1000 zu bestimmen^ welche durch keine der vier ersten 
Primzahlen 2, 3, 5, 7 theilbar sind. 

Es ist 

9? (1000, 4) = 9(1000, 3) — 9(142, 3) . 

Nun ist 

1) 9(1000, 3) = 9(1000, 2) - 9(200, 2) = 333 — 67 = 266; 

denn 
9(1000, 2) = 9(1000, 1) ~ 9(333, 1) = 500 - 167 = 333 
9( 200,2) = 9( 200, l)-9( 66,1) = 100— 33= 67. 

2) 9(142, 3) = 9(142, 2) -9(28, 2)= 47- 9=38; 
denn 

9(142, 2) = 9(142, 1) - 9(47, 1) = 71 - 24 = 47 
9( 28, 2) = 9( 28, 1) - 9( 9, 1) = 14 - 5 = 9 . 

Es ergiebt sich also 

9(1000, 4) = 266 - 38 = 228, 

d. h. das Gebiet 1, 2, .. ., 1000 enthält 228 Zahlen, welche 
weder durch 2, noch durch 3, noch durch 5, noch durch 7 
theilbar sind. 

§ 13. Anzahl der Primzahlen in dem Intervall von 
1 bis n. — Die Aufgabe, zu bestimmen, wie viele Primzahlen zwi- 
schen beliebig gegebenen Grenzen liegen, hat einige der bedeu- 
tendsten Mathematiker der neueren Zeit beschäftigt. Legendre 
(theorie des nombres, IV, 8), Gauss (Bd. II p. 444), Tchebichef 
(Liouville's Journal, Bd. 17), Riemann (Monatsberichte der Ber- 
liner Akademie, 1859) und Scheibner (Schlömilch's Journal, 
1860) suchen die Anzahl der Primzahlen eines gegebenen Inter- 
valls durch eine Formel auszudrücken. Dagegen hat Meissel 
(Mathematische Annalen, Bd. 11 u. III) die Aufgabe gelöst, 
die wirkliche Zählung der Primzahlen in einem gegebenen 
Gebiet zurückzuführen auf die Zählung derselben in einem 
kleineren Gebiet. Das Verfahren, welches Meissel einschlägt, 
wollen wir jetzt darlegen. 

Es bezeichne ^(ji) die Anzahl der Primzahlen in dem 
Intervall von 1 bis n, und es werde vorausgesetzt, man habe 



! 
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die Anzahl der Primzalilen in den beiden Intervallen von 1 

bis Yn und von 1 bis )/n gefunden^ also tl^Y^ ^^^ ^ "j/n 
bestimmt. Da das zweite Intervall grösser als das erste ist, 
so wird es im Allgemein^ auch mehr Primzahlen als jenes 
enthalten. Wir setzen demgemäss 

wo ft > ist. Bezeichnet jetzt s eine Zahl , die der Bedin- 
gung f* ^ 5 ^ genügt, so liefert die Formel (2) des vorigen 
Paragraphen 

Nun ist pm der Voraussetzung nach die grosste Primzahl des 

Intervalls von 1 bis |^n, also — — <1, und daraus ergiebt 
sich leicht 



Pm4-1 ^ Pm4-l 



»4-1 ^ ^m+1 

es ist also auch 

t]/-^^<tVn, d.h. m>^l/^. 
Für den Werth s = 1 besteht demnach die Ungleichung 

m + 5 — 1 > 1^ T/"~^* 

Da nun, wenn 5 zunimmt, die linke Seite derselben ofifen- 
bar grösser, die rechte Seite dagegen kleiner wird, so gilt 
diese Ungleichung für jedes s > 1 . 

Ferner enthält das Intervall von 1 bis j/n nach unserer 
Voraussetzung m + f* Primzahlen, von denen Pm+n die grosste 
ist. Es ist also p^+zi ^ Vn , folglich 



Pm-\-iLi Vn Pm-{-iu. 

und somit 
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Für 5 = ft besteht demnach die Ungleichung 

t (^) > m + 5 - 1 , 

und da bei abnehmendem s die linke Seite zunimmt, während 
die rechte kleiner wird, so gilt diese Ungleichung für jedes 

Auf Grund unserer Voraussetzungen bestehen also für 
die Gültigkeit der Formel (3) die Grenzbedingungen 

(4) t(^)>m + s-l>^y^, 

WO ft ^ s ^ ist. 

Ehe wir aus der Formel (3) weitere Schlüsse ziehen, 
wollen wir das zweite Glied ihrer rechten Seite etwas um- 
formen. 

Nach der Definition drückt 9)(w, a) die Anzahl der Zahlen 
des Gebiets von 1 bis n aus, welche durch keine der a ersten 
Primzahlen p^y p^^ * • -j Pa theilbar sind. Es sind dies ausser 
der Einheit die Primzahlen Pa+ij Pa+2y .••, Pi^(n) und die 
Produktverbindungen der letzteren. Wird nun die Bedingung 

(5) ^(w) ^ a ^ 1^ Yn 

gestellt, so ist Par{-i> l/w, und folglich enthält das Intervall 
von pa^i bis n keine Produktverbindung jener ^(n) — a Prim- 
zahlen; also ist unter der Bedingung (5) 

(6) 9)(w, a) = 1 + ^(w) — a. 
Diese Formel (6) darf auf den Fall 

n =^ E , a = m -{- s — 1 

Pm-{-s 

angewandt werden, denn für diesen Fall fällt (4) mit der 
Bedingung (5) zusammen. Es ergiebt sich 

(p(E-^,m + s-l) = l+^ (-^) _ (m + s - 1 ) , 

und dann geht (3) über in 

9)(n, m -i- s) = g)(ny m '{' s — 1) — 2 + (m + 5) — ^ / ). 

Ertheilt man hierin 5 der Beihe nach die ft Werthe ft, fi — 1, 
fi — 2, ..., 2, 1, so erhält man die ft Gleichungen 



24 Ereies Kapitel. 

9?(w, w + f*) = 9>(w/m + fi — 1) — 2 

9)(n, »» + ft — 1) = q)(n, w + (t — 2) — 2 

+ (w + ft) - 1 - V f ^-^ — ) , 

y(», w+ l) = y(«,m) — 2 + (m + ft) - (ft — 1) - ^(-^-V 

durch deren Addition sich 

q)(n, m + n) = g){n, w) — 2ft + /it (m + ft) — ^^!^^:^ 

ergiebt. Nun ist m -\- fi = il^Yn, 

^^ i ^ — 2 ' 

also geht diese Formel, wenn 

gesetzt wird, über in 

'g?(w, ^l/w) = 9?(w, m) + iitl^Yn — .^-^^^1: — 

s =1 

Nach Formel (6) ist aber 

g){n, tyH) = 1 + ^(w) — tV'^7 
und durch Einsetzung dieses Werthes in (7) erhält man nach 
leichten Reductionen 

Mn) = 9(n, m) + mdi + 1) + ü>^-=il _ i 

Diese Formel dient zur Berechnung der Anzahl der Prim- 
zahlen zwischen 1 und n. 

Beispiel. Es sei n = 1000, so ist |/w = 10, j/w = 3J, 
m = if (10) = 4, m + ft = ^ 31 = 11 , ft = 7; die Formel 
(8) liefert also 
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^(1000) = 9> (1000, 4) + 4 . 8 + 
Nun ist 



7 . 6 



«=7 



->-^*o- 



« = 1 



also 



PS =19, <^) = ^(52 

p,„ = 29, ^(iS5) = ^(34 
l'" = 31, ^(iS^) = V(32 



= 24, 
= 21, 
= 16, 
= 15, 
= 14, 

= 11, 
= 11, 



«=1 



und da nach dem Früheren 

9)(1000,4) = 228 
ist, so erhalten wir 

^(1000) = 228 + 32 + 21 — 1 — 112 = 168; 

zwischen 1 und 1000 giebt es also 168 Primzahlen. 
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Oongruente Zahlen. 

§ 14. Definition. — Wenn die Differenz zweier Zahlen 

a, h durch eine dritte Zahl m theilbar, wenn also eine 

ganze Zahl ist, so nennt man a und h in Beziehung auf m con- 
gruent. Die Zahl m heisst dann der Modul, und man 
sehreibt nach Gauss' Vorgange 

a^b (mod. m) . 
So ist z. B. 

34 = le (mod. 9) , 17 = — 3 (mod. 10) . 

§ 16. Reste einer Zahl. — Erhält man bei der Di- 
vision einer Zahl a durch m den Quotienten q und den Rest r, 

so ist 

a == mq -f- r. 

Dafür kann man aber auch 

a = m (q -{- i) — (m — r) 

schreiben, d. h. man kann den Quotienten um eine Einheit 
vergrössern und statt r den negativen Rest — (m — r) nehmen. 

Wenn r =— ist, so ist auch m — ^ = v; ^^^ wenn r > -r- 

ist, so muss m — ^ < v ^®i^- ^^^^ Zahl hat also in Be- 

Ziehung auf einen Modul m einen positiven oder negativen 

Rest, welcher nicht grössser als — ist. Diesen Rest nennt 

man den absolut kleinsten, im Gegensatz zu dem kleinsten 
positiven Rest, der eine der Zahlen 0, 1, 2, . . ., m — 1 ist. 
BelspleL Dividirt man 24 durch 9, so erhält man als 
kleinsten positiven Rest 6, als absolut kleinsten Rest — 3. 
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Es folgt nun aus der Annahme 

dass eine ganze Zahl q ist, d. h. jede Zahl a ist ihrem 

Best r in Beziehung auf den Divisor m als Modul congruent. 

Von diesem Satze ausgehend^ hat man den Begriff ^^Resf 
verallgemeinert und nennt jede von zwei für einen Modul con- 
gruenten Zahlen den Rest der andern für diesen Modul. 

§ 16. Congruenzen. — Drückt man aus, dass zwei 

Grössen für einen Modul congruent sind, so erhält man eine 

Congruenz. Eine solche kann, wie eine Gleichung, eine 

oder mehrere Unbekannte enthalten und vom ersten, oder 

zweiten, u. s. w. Grade in Beziehung auf die Unbekannten 

sein. So ist 

3a; = 7 (mod. 11) 

eine Congruenz ersten Grades mit einer Unbekannten, 

ox + 2y = 8 (mod. 13) 

eine Congruenz ersten Grades mit zwei Unbekannten, 

ix? + 3x = 4:(mod.l) 

eine Congruenz zweiten Grades mit einer Unbekannten, u. s. w. 

§ 17. Sätze über die Verbindung von Congruenzen. 

I. Wenn zwei Zahlen a und b für einen Modul m 
einer dritten Zahl c congruent sind, so sind sie für 
denselben Modul einander congruent. 

Beweis. Da a^c (mod. m) und i^c (mod. m) sein soll, 

also und ganze Zahlen sind, so muss auch 

a — c b — c o — b 



tn tu m 

eine ganze Zahl, d. h. a^b (mod. m) sein. 

n. Durch Addition mehrerer auf einen Modul be- 
züglichen Congruenzen erhält man eine für denselben 
Modul richtige Congruenz. 

Beweis. Ist 

»1 ^ &! , ttg ^ 62 > • • • ; ^n^^n (mod. m) , 

also jede der Grössen 



1 
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tti — 5i Oj — &, ö- — ^' 



n n 



• • 



m ^ m ' ' OT 



eine ganze Zahl, so muss auch die Summe 



aj — bi , a, — 6 



— 1 1 



a^ — b. 



n 



tu tu tn 

(^ + g» H h a„) -, (5i + ^» H 1- ^n) 

tn 

eine ganze Zahl sein, d. h. es ist 

«1 + «8 H h öt« = 6i + 62 +/ h *n (mod. m) . 

Zusatz. Eine Gongruenz bleibt richtig, wenn man 
jede Seite derselben mit einer Zahl n multiplicirt. 

Beweis. Wird der vorhergehende Satz auf die n iden- 
tischen Oongruenzen 

a^b, a^b, . , ,f a^b (mod. m) 

angewandt, so ergiebt sich sofort 

na ^nb (mod. m). 

Oder: Wenn a^b (mod. m), also eine ganze Zahl ist, 

so muss auch eine ganze Zahl, d. h. an ^ &n 

(mod . m) sein. 

Beispiele. Aus den Oongruenzen 

17 = 5, 19 = — 5, 34 = 10 (mod. 12) 

folgt durch Addition 

70 = 10 (mod. 12). 
Aus 5 E^ — 2 (mod. 7) folgt durch Multiplication mit 3 

15 = — 6 (mod. 7) . 

in. Die Differenz zweier auf einen Modul bezüg- 
lichen Oongruenzen ist eine für denselben Modul rich- 
tige Oongruenz. 

Beweis. Wenn a^^b^, a^^b^ (mod. w), also — -^ 

7» 
— ganze Zahlen sind, so ist auch 

«1 — ^1 ___ ^2 — h ^ («1 — «») — (^ — h) 

tn m m 

eine ganze Zahl, d. h. 

a^ — «2 ^ ^1 "" ^2 (mod. m) . 
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Beispiel. Aus 

17 = 5, 19 = - 5 (mod. 12) 
folgt 

— 2 = 10 (mod. 12) . 

IV. Das Produkt melirerer auf einen Modul be- 
züglichen Congruenzen ist eine für denselben Modul 
richtige Congruenz. 

Beweis. Ist a^ ^ b^ (mod. m), also ~ = 9i7 wo ^^ 

171 

eine ganze Zahl bezeichnet, so ergiebt sich 

(1) a^ = &i + 7ng^ . 

Ebenso kann man statt der übrigen gegebenen Congruenzen 

«2 ^ ^2 > % ^ ^3 > • • • ; dn^bn (mod. m) 
die Gleichungen 

(2) «2 = 62 -f- mg^ ,...,««=&« + mgn 

setzen, wo auch g^y . . ., gn ganze Zahlen bedeuten. Durch 
Multiplication der Gleichungen (1) und (2) erhält man 

wo G eine ganze Zahl bezeichnet, auf deren Grösse es uns 

hier nicbt ankommt. Es ist mithin 

dl CTg «3 • . « g^ — &^ &g ■ • ■ h^ 

m ' 

d. h. 

«jag . . . a„ =^ 6, feg • • • ^» (mod. m) . 

Zusatz. Eine Congruenz bleibt richtig, wenn man 
beide Seiten auf dieselbe Potenz erhebt. 
Beweis. Wird in der letzten Congruenz 

a^^ ^^= a^ = a^ = * ' ' = dn ''^ ^ 

^1 = 62 = ^.3 = • • • == ^« == * 
vorausgesetzt, so geht dieselbe über in 

a* ^ 6*» (mod. m) . 

Beispiele. Aus 12 = 5, 3 = — 4, 2 iz: — 5 (mod. 7) folgt 
durch Multiplication 

72 = 100 (mod. 7) . 

Aus 2^ — 5 (mod. 7) folgt durch Erhebung auf die 2*® Potenz 

4 = 25 (mod. 7) . 
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V. Wenn beide Glieder a, b einer Congruenz 

a^h (mod. m) 

einen grössten gemeinschaftlichen Divisor d haben, 
der prim zum Modul m ist, so erhält man eine für 
denselben Modul m richtige Congruenz, wenn man 
beiderseits durch d dividirt. 

Haben aber d und der Modul m den grössten ge- 
meinschaftlichen Divisor d, so gilt die durch jene 
Division erhaltene neue Congruenz nur noch für den 

Modul ^. 

Beweis. Es sei a = ad, h = ßd, wo a und ß prim zu 
einander sind. Nun, soll 

ad — ^d d(a — (i) 

m m 

eine ganze Zahl sein. Wenn also d prim zu m ist, so muss 
(§ 7) m in a — ß aufgehen, also 

a^2 ß (mod. m) 

sein. Wenn aber d und m den grössten gemeinschaftlichen 

Divisor d haben, so lässt sich der Bruch — "~ ^ durch d 

heben und geht, wenn d =^ d^d^ m = m^d gesetzt wird, über 

in — — • Damit dieser Ausdruck eine ganze Zahl sei, 

muss, da m^ prim zu d^ ist, eine ganze Zahl, d. h. 

a^ ß (mod. m^) 
sein. 

Beispiele. Aus 26 e^ 12 (mod. 7) folgt, da 2 prim zu 7 ist, 

13 = 6 (mod. 7) . ' 
Aber aus 28 ^ 16 (mod. 6) folgt 

7^4 (mod. 3 , nicht mod. 6) . 

§ 18. Anwendungen dieser Sätze. — Die vorher- 
gehenden Sätze finden im bürgerlichen Rechnen vielfache An- 
wendung. Zunächst ergeben sich aus ihnen die verschiedenen 
Regeln, nach denen man entscheidet, ob eine Zahl durch eine 
andere theilbar sei oder nicht. Es sei nämlich P eine Zahl, 
welche a Einer, b Zehner, c Hunderte, u. s. w. enthält, also 
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P = a + 106 + 100c H 

Ist dann für einen Modul m 

10 = ^1 , 100 = ra , . . . , 
so ist 

P ^ a + ^i& + ^2^ + • • • (j^od, m) y 

und wenn letztere Zahl durch m theilbar ist, so ist auch P 

durch m theilbar. 

Beispiele. L Sowohl für den Modul 2, als auch für den 

Modul 5 ist 

10 = 0, 100 = 0, ..., 
mithin 

P^a (mod . 2 und mod. 5) , 

und dies drückt aus, dass eine Zahl durch 2 oder 5 theilbar 

ist, wenn die Anzahl ihrer Einer durch 2 oder 5 theilbar ist. 

IL Sowohl für den Modul 3, als auch für den Modul 9 ist 

10=1, 100 = 1, ..., 
mithin 

P^a + 6 + c + **' (niod. 3 und mod. 9) , 

und diese Formel lehrt, dass jede Zahl bei der Division durch" 
3 und durch 9 denselben Rest wie ihre Quersumme lässt. 

III. Für den Modul 11 ist 

10 = — 1, 100 = + 1 , 1000 = — 1, u. s. w., 

folglich ist 

P^a — 6 + c — rf + • • • (mod. 11), 

welche Formel die bekannte Theilbarkeitsregel für den Di- 
visor 11 liefert. 

IV. Für den Modul 7 ist 

10^ = 1, 10^ = 3, 10^ = 2, 10^=- 1, 10*^-3, 

10^^ — 2, 10^=1, 10^ = 3, ..., 
also 

P= (a + 36 + 2c) — (d + Se + 2f) + ... (mod. 7). 

Nach dieser Formel ist z. B. 

37589 = (9 + 24 + 10) - (7 + 9) = 27 = 6 (mod . 7), 

275 768 929 = (9 + 6 + 18) - (8 + 18 + 14) + (5 + 21 + 4) 

= 33 — 40 + 30 = 23 = 2 (mod. 7). 

V. Es sei jetzt und in den folgenden Beispielen 

P=a+ 106, 
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wo a die Anzahl der Einer und h die Zahl bezeichnet, die 
aus P bei Fortlassung der Einer entsteht. Da nun 

1 = 8, 10 = — 4 (mod. 7) 
ist; SO ist 

P= 8a - 46 = -- 4 (6 — 2a) (mod. 7), 

und da — 4 prim zu 7 ist, so wird P durch 7 theilbar sein, 
wenn h — 2 a durch 7 theilbar ist. 

Danach ist 2422 durch 7 theilbar, wenn 7 in 242 — 4 = 238 aufgeht, 
„ 238 „ „ , „ „23 16=7 „ , 

und da 7 durch 7 theilbar ist, so ist auch 2422 durch 7 
theilbar. 

VI. Für den Modul 13 ist 

1^-12, 10 = - 3, 
also 

P^ - 12a - 36= - 3 (6 + 4a) (mod. 13), 

und P wird durch 13 theilbar sein, wenn 13 in 6 + ^a aufgeht. 
Untersucht man mit Rücksicht hierauf die Zahl 701064, 
>so erhält man der Reihe nach die neuen Zahlen 

70122, 7020, 702, 78, 

und da 13 in 78 aufgeht, so ist auch jede der vorhergehenden 
Zahlen durch 13 theilbar. 

VII. Für den Modul 19 ist 

1 = — 18, 10=-9, 
also 

P^ - 18a - 96 = — 9 (6 + 2a) (mod. 19). 

Bei Anwendung der sich hieraus ergebenden Regel erhält man 
aus 16536194 der Reihe nach die neuen Zahlen 

1653627, 165376, 16549, 1672, 171, 19, 

und da die letzte durch 19 theilbar ist, so sind es auch alle 
vorhergehenden. 

VIII. Wird weiter F^^a -{- 1006 gesetzt, wo a die aus 
den Einern und Zehnern gebildete (zweistellige) Zahl, 6 die 
Zahl ist, in welche P sich verwandelt, wenn a fortgelassen 
wird, so folgt aus den beiden Congruenzen 

100 = 2 (mod. 7) und 100 = - 2 (mod. 17) , 
dass 

P = a + 26 (mod. 7) und P=:a — 26 (mod. 17) 
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ist. Die erste dieser Formeln liefert eine neue Theilbarkeits- 
regel für 7, die zweite eine solche für 17; bei Anwendung 
der letzteren ist, wenn 26 > a ist, die rechte Seite durch 
— (26 — a) zu ersetzen. 

Beispiele. Um zu sehen, ob 5943 durch 7 theilbar sei, 
hat man die Zahlen 43 + 118 = 161, 61 + 2 = 63 zu bilden. 
Da 63 durch 7 theilbar ist, so ist es auch die vorgelegte Zahl. 

Dass 8041 durch 17 theilbar ist, erkennt man durch 
Bildung der Zahlen 160 — 41 = 119, 19 — 2 = 17. 

In ähnlicher Weise könnte man für andere Divisoren 
Kegeln herleiten; doch ist es meist zweckmässiger, die Di- 
vision selbst zu versuchen, als solche Regeln anzuwenden. 

Die oben hergeleiteten Sätze lassen noch eine andere An- 
wendung zu.^ Hat man nämlich eine Reihe von Zahlen durch 
Addition, Subtraction oder Multiplication vereinigt, so kann 
man, um das Resultat zu prüfen, jede Zahl durch ihren 
kleinsten Rest für irgend einen Modul (am zweckmässigsten 
9 oder 11) ersetzen. Vereinigt man dann diese Reste in der 
vorgeschriebenen Weise, so muss das so erhaltene Resultat, 
wenn kein Fehler begangen ist, denselben Rest wie das durch 
Vereinigung der Zahlen selbst erhaltene liefern. 

um z. B. zu sehen, ob wirklich 

(27 + 46) 39 — 112 = 2735 

sei, ersetze man links jede Zahl durch ihren Rest für den 
Modul 9; man erhält (0 + 1) 3—4 = — 1 = 8 (mod . 9), 
welchen Rest auch 2735 = 2 + 7 + 3 + 5 = 17 liefert. 
Ersetzt man jede Zahl links durch ihren Rest für den Modul 11, 
so erhält man 

(5 + 2) 6 - 2 = 40 = 7 (mod. 11), 

und denselben Rest hat auch 

2735 = (5 + 7) - (3 + 2) = 7 (mod. 11). 

§ 19. Wurzeln von Congruenzen. — Bezeichnen A^ 
B, C, . . ., Ny P gegebene ganze Zahlen und n eine positive 
ganze Zahl, so ist 

Äx"" + JBaf"-^ + ... + Nx + P = (mod. m) 

eine Congruenz n^^ Grades mit einer Unbekannten x. Wenn 

Wertheim, Zahlentheorie. 3 
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jeder der Coefficienten A^ B, . , .^ N, P durch den Modul m 
theilbar ist, so wird die Congruenz durch jeden Werth von x 
befriedigt; in diesem Falle nennt man sie eine identische 
Congruenz. Die Congruenz ist unmo glich; d. h. es kann 
keinen Werth von x geben, der ihr genfigt, wenn alle Coeffi- 
cienten, mit Ausnahme von P, durch m theilbar sind. 

Wenn weder das eine, noch das andere dpr Fall und 
Xj^ eine Zahl ist, nach deren Einsetzung an die Stelle von x 
die linke Seite der Congruenz durch m theilbar ist, so nennt 
man x^ eine Wurzel der Congruenz. So ist 2 eine Wurzel 
der Congruenz 3ir + 7 = (mod. 13), da 3 . 2 + 7 = 13 
durch 13 theilbar ist. 

Hat eine auf den Modul m bezügliche Congruenz eine 
Wurzel a^i, so wird sie, wie die in § 17 bewiesenen Sätze 
erkennen lassen, auch durch jede der unendlich vielen Zahlen 
befriedigt, welche ^ x^ (mod. m) sind. So wird die linke 
Seite der vorigen Congruenz, welche eine Wurzel 2 hat, durch 
13 theilbar, wenn man x durch irgend eine der Zahlen 2, 
15, 28, . . ., oder — 11, — 24, . . ., allgemein 2 + 13Ä; ersetzt, 
wo k jede ganze positive oder negative Zahl sein kann. Alle 
diese Zahlen sieht man aber nur als eine einzige Wurzel 
an, und die verschiedenen Wurzeln einer Congruenz be- 
stimmen, heisst die incongruenten Zahlen ermitteln, welche 
derselben genügen. 

Enthält eine Congruenz mehrere Unbekannte x, «/,..., 
oder liegen mehrere Congruenzen mit mehreren Unbekannten 
vor, so bilden die zusammengehörigen Werthe x^, y^, . . ., 
welche im ersteren Falle der Congruenz, im zweiten Falle allen 
Congruenzen genügen, eine Auflösung derselben. 

Beispiele. Eine Auflösung der Congruenz 

3x + 5y + 6 = (mod. 17) 



ist 



ist 



X:^2j j/^ 1 (mod. 17). 
Eine Auflösung der Congruenzen 
13a; - 7j/ — 10 = 
6^ + 9j/+ 11=0 



(mod. 16) 



a; = 3, y= 11 (mod. 16). 
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§ 20. Umformung einer Congruenz. — Man kann 
eine Congruenz 

Ax"" + Boi^-^ + . . . + JV^a; + P= (mod. m) 

dadurch auf eine andere Form bringen, dafs man jeden ihrer 
Coefficienten A^'B, . . ., ^, P durch seinen kleinsten Rest für 
den Modul m ersetzt. Die Zulässigkeit dieser Umformung 
ergiebt sich aus § 17. So ist die Congruenz 

17a;* + Vix^ + "Ihx^ + 20a; + 49 = (mod. 12) 

gleichbedeutend mit 

öic* + a;2 — 4a: + 1 = (mod. 12). 
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Congraenzen ersten Grades. 

§ 21. Bedingung für die Möglichkeit einer Con- 

gruenz ersten Grades mit einer unbekannten. — Jede 

Congruenz ersten Grades mit einer Unbekannten lässt sieh 

auf die Form 

ax^b (mod. m) 

bringen, wo x die Unbekannte, a und b gegebene ganze Zahlen 
bezeichnen, von denen jede (§ 20) kleiner als der Modul m 
vorausgesetzt werden kann. 

Lehrsatz I. Wenn a prim zu m ist, so hat die Con- 
gruenz ax ^b (mod. m) stets eine, aber auch nur eine 
Wurzel. 

Beweis. Wir betrachten die Reihe der Produkte 

a, 2a, 3a, . . . , (m — 1) a . 

Wäre eins derselben, etwa ha durch m theilbar, so müsste, 
da a prim zu m ist, Ä durch m theilbar sein (§ 7, Lehr- 
satz I), was offenbar unmöglich ist. Ferner sind jene Pro- 
dukte für den Modul m sämmtlich incongruent; denn hätte 
man ha^lca (mod, m), so wäre (§ 17, V) auch 

h^¥ (mod. m) , 

während zwei verschiedene Zahlen der Reihe 1, 2, 3, . . ., (m — 1), 
durch m dividirt, nicht denselben Rest geben können. Da so- 
mit die m — 1 Produkte für den Modul m sämmtlich ver- 
schiedene Reste geben, und da der Rest Null ausgeschlossen 
ist, so müssen ihre Reste in irgend einer Reihenfolge mit den 
Zahlen 1, 2, 3, . . ., (m — 1) übereinstimmen, dergestalt dass 
jedes Produkt einer, aber auch nur einer dieser Zahlen con- 
gruent ist. Unter den letzteren befindet sich auch b. Es 
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giebt also eine einzige Zahl Xy welche, mit a multiplicirt, für 

den Modul m den Rest b liefert, d. h. der gegebenen Con- 

gruenz genügt. * 

Anmerkung. Wenn der Modul eine Primzahl ist, so ist die Be- 
dingung des Yorhergehenden Satzes stets erfüllt. 

Lehrsatz IL Die Congruenz ax^b (mod.m) ist un- 
möglich, wenn der grösste gemeinschaftliche Divisor 
d Yon a und m nicht auch in b aufgeht. 

Beweis. Die gegebene Congruenz ist der Gleichung 

aa? = 6 + my 

äquivalent, wo y eine beliebige ganze Zahl bezeichnet. Hier- 
aus erhält man ax — my = b , oder durch Division mit d 

a m h 

Die linke Seite dieser Gleichung ist der Voraussetzung nach 
eine ganze Zahl. Die Gleichung und daher auch die Con- 
gruenz ist somit unmöglich, wenn -j ein Bruch ist, d. h. wenn 
d nicht auch in b aufgeht. 

Lehrsatz IIL Wenn der grösste gemeinschaftliche 
Divisor d von a und m auch in b aufgeht, so hat die 
Congruenz ax^b{m.oA,m) d incongruente Wurzeln. 

Beweis. Nach § 17, V geht die vorgelegte Congruenz 
über in 

Da nun -3- prim zu -j ist, so hat diese letztere Congruenz 

eine einzige Wurzel (nach Lehrsatz I), die wir x^ nennen 
wollen. Die gegebene Congruenz hat dann die d verschie- 
denen (d. i. nach dem Modul m incongruenten) Wurzeln 

Beispiele. Die Congruenz 5x^1 (mod. 12) hat nur die 
Wurzel x^ — 1 (mod. 12). 

Die Congruenz 6x^7 (mod. 12) ist unmöglich. 

Die Congruenz 9a; ^6 (mod. 15) ist möglich, weil dei; 
grösste gemeinschaftliche Divisor von 9 und 15, d. i. 3, auch 
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in 6 aufgeht. Durch Division mit 3 erhält man die Congruenz 

3x^2 (mod. 5), 
welche nur die eine Wurzel 

rr = — 1 (mod. 5) 

hat; die vorgelegte Congruenz hat also die drei verschiedenen 
Wurzeln 

a?i = — 1, a;2 = — 1 + 5 = 4, 

iCg ^ - 1 + 10 = 9 (mod. 15) . 

§ 22. Auflösung der Congruenz ersten Grades 
mit einer unbekannten. — Nachdem wir untersucht haben, 
unter welcher Bedingung die CongruQnz ax^b (mod. m) mög- 
lich ist, und wie viele Wurzeln sie in jedem Falle hat, wollen 
wir diese Wurzeln bestimmen lernen. Wir können dabei von 
vorn herein a als prim zu m annehmen; denn ein etwa vor- 
handener gemeinschaftlicher Divisor würde sich (§ 21, Lehr- 
satz III) durch Division entfernen lassen. 

Die vorgelegte Congruenz ist gleichbedeutend mit der 

Gleichung 

ax = b -{- my , 

wenn darin y eine ganze Zahl bedeutet. Diese Gleichung ist 
unbestimmt, da sie zwei Unbekannte x, y enthält. Sie lässt 
im Allgemeinen unendlich viele Lösungen zu; denn man kann 
der einen Unbekannten jeden beliebigen Werth beilegen und 
sodann mittels der Gleichung den Werth der andern Un- 
bekannten berechnen. Wenn man sich aber auf ganze und 
(wie es meist geschieht) positive Werthe der Unbekannten 
beschränkt, so wird die Anzahl der Lösungen verringert. Oft 
sind in den Aufgaben, die zu unbestimmten Gleichungen führen, 
und die man nach dem Mathematiker Diophant, welcher 
sich zuerst mit solchen Aufgaben beschäftigt hat, diophan- 
tische Aufgaben nennt, noch Bedingungen angegeben, die 
sich zwar nicht in Gleichungen umsetzen lassen, aber doch 
die Zahl der Lösungen noch weiter verringern. 

Wir wollen jetzt die ganzen Zahlen bestimmen, welche, 
für X eingesetzt, der Gleichung genügen. Durch Division mit 
a erhält man 

x = c + dy + '-±^, 
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wo c und d die Quotienten, e und f die Reste der Division 
von beziehungsweise b und m durch a bezeichnen. Da nun 

Xf Cj dy y ganze Zahlen sind, so muss auch • eine ganze 

Zahl sein. Wir setzen also, diese Zahl mit z bezeichnend, 

a 
und erhalten daraus 

y = — f—7 

oder, wenn wir die Division mit f in — e und a ausführen und 
die Quotienten mit g und %, die Reste mit i und h bezeichnen, 

y = g + h0+ -y- . 

Mit dem Bruche —^ — , der wieder eine ganze Zahl sein muss, 

da y, gy h, z ganze Zahlen sind, verfahren wir ebenso, wie 

wir mit ^ verfuhren, und da die Brüche, zu denen die 

Fortsetzung dieses Verfahrens führt, immer kleinere Zahlen 
zu Nennern haben («>/*> u. s. w.), so müssen wir endlich 
zu einem Bruch mit dem Nenner 1 gelangen. Die zuletzt 
erhaltene Gleichung bestimmt dann die vorletzte der Un- 
bekannten a?, y, ^, . . . mittels der letzten, die unbestimmt 
bleibt, und durch eine Reihe von Substitutionen lassen sich 
rückwärts alle vorhergehenden Unbekannten, also zuletzt auch 
Xy durch dieselbe Unbestimmte ausdrücken. 

Die Rechnung wird zuweilen erheblich abgekürzt, wenn 
man die absolut kleinsten Reste nimmt. 

Beispiel. Die Congruenz \hx ^11 (mod. 23) ist der 

Gleichung 

\hx= ll + 23y 

äquivalent. Diese liefert der Reihe nach 

4 + 72/ 



x = l + 2y — 



15 



—£5—==^, y = — ij = j^H — ^, -y- = w 

= 4:+ lUy 



und hieraus folgt 



y = 8 + 15m, 
a;= 13-I-23W. 
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Die Congruenz hat also die Wurzel 

x = 13 (mod. 23) . 

Anmerknng I. — Das oben dargelegte Verfahren rührt von 
Euler her (Algebra II, Kap. I). Von den anderen Methoden, eine Glei- 
chung ersten Grades mit 2 Unbekannten zu lösen , sei noch die von 
Lagrange erwähnt, welche auf den Eigenschaften der Näherungswerthe 
von Kettenbrüchen beruht, und die wir in § 38 kennen lernen werden. 

Anmerkung II. — Wenn der Modul m der Congruenz 

ax ^ih (mod. m) 

nicht sehr gross ist, so verfährt man zweckmässig auf folgende Weise: 

Man schreibt die Reihe der Zahlen hin, welche für den Modul m den 

Best b geben, und wählt die kleinste dieser Zahlen, die durch a theil- 

»-.— c 

bar ist. Ist c diese Zahl, so hat die Congruenz die Wurzel — • 

a 

Es soll z. B. die Congruenz 5 a: ^8 (mod. 11) gelöst 
werden. Die Zahlen, die durch 11 dividirt, den Rest 8 haben, 

sind 8, 19, 30, . . .; die gesuchte Wurzel ist also -^= 6. 

Anmerkung HI. Durch geeignete Anwendung der in § 17 be- 
wiesenen Sätze kann man eine vorgelegte Congruenz so transformiren, 
dass der Coefficient schliesslich gleich 1 wird. Da dieses Verfahren in 
vielen Fällen leicht und schnell zum Ziele führt, so wollen wir einige 
Beispiele nach demselben behandeln. 

1. Beispiel. 35x = 78 (mod. 97) . 

Da 35 ^ — 62 (mod. 97) ist, so erhalten wir 

— 62 ic = 78 (mod. 97) 

und weiter durch Division mit 2 

— 31a; = 39 (mod. 97). 

Wird diese Congruenz zur vorgelegten addirt, so folgt 

4a; =117 = 20' (mod. 97), 

und hieraus ergiebt sich durch Division mit 4 

a; = 5 (mod. 97) . 

2. Beispiel. 39 a; = 7 (mod. 28) . 

lla;= 7 (mod. 28), 
55a; = 35 (mod. 28), 
— a;= 7 (mod. 28), 

a; = — 7 = 21 (mod. 28) . 



/^ 
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3. Beispiel. 35 a; = 12 (mod. 88) . 

Da X durch 4 theilbar sein muss, so setzen wir 

und erhalten 

^by = 3 (mod. 22) , 

— 9y = 3 (mod. 22) , 

3y=— 1=21 (mod. 22), 

y=l (mod. 22)., 

a; = 28 (mod. 88) . 

§ 23. Abkürzung der Rechnung bei zusammen- 
gesetzten Moduln. — Wenn der Modul eine zusammen- 
gesetzte Zahl m . n ist, wo m eine Primzahl, n eine beliebige 
Zahl bezeichnen möge, so lässt sich die Auflösung der Con- 
gruenz 

(1) ax^b (mod. mn) 

vereinfachen. Da ax — h durch mn theilbar sein soll, so 
muss zunächst auch m in ax — b aufgehen, d. h. 

(2) ax^b (mod. m) 

sein. Ist x^ eine Wurzel dieser Congruenz (2), so ist 

X ==^ x^-\- my , 

wo y eine Unbestimmte bezeichnet, die allgemeine Form der 
Wurzeln von (1). Es genügt aber nicht jede in diesem Aus- 
druck enthaltene Zahl der Congruenz (1), sondern nur die 
Zahlen, welche gewissen Werthen von y entsprechen. Um 
diese Werthe von y zu bestimmen, ersetzen wir in {Vj x durch 
^1 + ^y ^^^ erhalten 

amy ^b — ax^ (mod. m . n) 
oder, da b — ax^ durch m theilbar ist, durch Division mit m 

(3) ay^c (mod. n) , 

wo c = gesetzt ist. 

Die Congruenz (3) liefert den Werth (resp. die Werthe) 
von y, durch dessen Einsetzung in x = x^ -\- my sich der 
Werth von x ergiebt. 

Wenn auch der Modul n der Congruenz (3) eine zusam- 
mengesetzte Zahl ist, so kann man mit (3) ebenso verfahren, 



^ 
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wie wir mit (1) verfuhren. Auf diese Weise lässt sich die 
Auflosung einer Gongruenz ersten Grades auf die von Gon- 
gruenzen zurQckführeu ^ von denen jede eine Primzahl 
zum Modul hat. 

Beispiel. Um die Gongruenz 

(1) 19a; = 3 (mod. 44) 
zu lösen, behandeln wir zunächst 

(2) 19a; ^3 (mod. 2) 

und erhalten x^ l (mod. 2), d. h. a; = 1 -j- 2y . 

Wird dieser Werth von a; in (1) eingesetzt, so folgt 

19 + 38y = 3 (mod. 44) 

(3) 19y = — 8 (mod. 22) . 

Auch diese Gongruenz lösen wir zunächst für den Modul 
2, behandeln also 

(4) 19y = ■-- 8 (mod. 2) 

und erhalten y ^ (mod. 2), d,h. y = 20. Für diesen Werth 
* von y geht (3) über in 38^ = — 8 (mod. 22) oder 

19^= — 4 (mod. 11) oder 8^= — 4 (mod. 11) 

oder endlich 

(5) 20= - l(mod. 11). 
Diese Gongruenz ist gleichbedeutend mit 

2^ =10 (mod. 11), 
welche 0^6 (mod. 11) liefert. 
Es ist also 

0:=5+ in, y = 20 = lO + 22k 
und a; = 1 + 2y = 21 + 447c, 

d. h. die Gongruenz (1) hat die Wurzel 

a; = 21(mod. 44). 

§ 24. Aufgaben. — I. Jemand kauft Pferde und Ochsen, 
zusammen für 10820 Mk. Er bezahlt für ein Pferd 760 Mk., 
für einen Ochsen 340 Mk. Wie viel Pferde und wie viel 
Ochsen hat er gekauft? 

Bezeichnet x die Anzahl der Pferde, y die der Ochsen, 
so ist 
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760a; + 340j/ = 10 820 oder S8x + 17 y = 541 . 

Statt dieser Gleichung setzen wir die Congruenz 

38a; = 541(mod. 17), 

welche 4a? ^ 14 (mod. 17), also 

2a;=7(mod. 17) 

ergiebt und die Wurzel a; ^ 12 (mod. 17) hat, so dass wir 

ä;= 12+ 17Ä 

zu setzen haben, wo h eine ganze Zahl bezeichnet. Wird 
dieser Werth von x in die Gleichung 

38a; + 17j/ = 54l 

eingesetzt, so erhält man 

456 + 38.17ifc+ 17y = 541, 

also y = b — 38 /c, und damit sowohl x wie auch y positiv 
sei, muss Ä = angenommen werden. Die Aufgabe lässt also 
nur die eine Lösung a? = 12, y = 5 zu. 

II. In einer Rechnung findet sich der Posten 

*24 U ä Mk. 1,9* = Mk. *38,08 . 

Da wo das Zeichen * steht, sind die ZiflFern unleserlich. Wie 
heissen diese ZiflFern? 

Werden dieselben der Reihe nach mit a;, y, z bezeichnet, 
so erhält man, wenn man auf Pfennige rechnet, die Gleichung 

(24 + 100a;) (190 + y) = 3808 + 10000 z, 

und daraus folgt leicht 

10A I >! 238 + 625;» 
y=-^ 190 + 4- ^^^^^ > 

Nun soll y eine der Zahlen 0, 1, 2, . . ., 9 sein, daher muss 
4 • ^^L'^Tl' < 200, aber > 190, also 

238 + 625« ^ -^ , ^ .Q 

sein. Dieser Bruch kann also die Werthe 49 und 48 haben. 
Nun folgt aber aus der Annahme 

238 + 625g .p 

25a; + 6 ~ ^^ ^ 

dass 
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238 + 625;sf = 1225a; + 294, also 625;s? = 56 (mod. 1225) 

sein müsste, uod diese Congruenz ist nach § 21 , Lehrsatz II 
unmöglich. Wird weiter 

238 + 6262? _ .^ 

gesetzt, so ergiebt sich der Reihe nach 

238 + 625^ = 1200a? + 288, 
625^= 1200a; + 50, 
25;8f= 48a; + 2, 
48a; = — 2(niod.25), 
— 2a; — — 2 (mod. 25), 
a; EZE 1 (mod. 25), 
x = l + 25Ä, 

wo Je noch unbestimmt bleibt. Setzt man diesen Werth von 

X in die Gleichung 

250 = 4:8x + 2, 
so erhält man 

^ = 2 + 48 ife. 

Endlich ist noch y == — 190 + 4. 48 = 2. Damit x und js 

einstellig seien, ist 1c = anzunehmen; also erhalten wir die 

eine Lösung 

X = \ ^ y = 2, & = 2 . 

IIL Die Zahlen zu bestimmen, die für gegebene Moduln 
%, mg, ... gegebene Reste r^, r^, ... geben. 

Die gesuchten Zahlen x sollen den Congruenzen 

x^r^ (mod. mj , x^r^ (mod. m^ , . . . . , 

d. h. den Gleichungen 

x = r^ ^m^y, 

x = r^ + ni^z, 



genügen, wo y, Zj . . . unbestimmte Zahlen sind. Setzt man 
den in der ersten Gleichung angegebenen Werth von x in die 
zweite Gleichung ein, so werden y und Zj folglich auch x 
(nöthigenfalls mittels einer neuen Unbestimmten) bestimmt. 
Der so erhaltene Werth von x wird in die dritte Gleichung 
eingesetzt und durch Auflösung derselben ein neuer Ausdruck 
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für X hergeleitet. So gelangt man nach und nach zu dem 
Ausdruck' von Xj welcher allen gegebenen Bedingungen genügt. 

1. Beispiel. Welche Zahl giebt, durch 5 dividirt, 2, und 
durch 6 dividirt, 5 zum Rest? 

Die gesuchte Zahl x muss die Form 5y + 2 haben und 
zugleich für den Modul 6 kongruent 5 sein. Es ist also 

5j/ + 2 = 5 (mod. 6) , 5«/ :^ 3 (mod. 6) . 

Hieraus ergiebt sich j/ EzE 3 (mod. 6), also ist 

y = 3 + 6Ä;, ir = 5(3 + 6Ä) + 2 = 17 + 30fc, 

wo h jede ganze Zahl sein kann. 

2. Beispiel. (Aus einer alten chinesischen Arithmetik). 
Es wird angezeigt, dass drei Reisfässer, deren jedes gleichviel 
Reis enthält, von Dieben zum Theil geleert worden sind. Man 
wusste nicht, wie viel Reis sich im Ganzen darin befand, je- 
doch weniger als 1000 Ho (kleines chinesisches Maass), aber 
es ergab sich, dass in dem einen Fasse noch 1 Ho übrig ge- 
lassen war, in dem zweiten noch 11 Ho und in dem dritten 
noch 1 Ho. Als man der Diebe habhaft wurde, gestand A, 
dass er mit einer Schaufel mehrere Male aus dem ersten 
Fasse den Reis in einen Sack gefüllt habe; J5, dass er in der 
Eile einen hölzernen Schuh ergriffen und diesen mehrere Male 
aus dem zweiten Fasse voll geschüttet; C, dass er eine 
Schüssel mehrere Male aus dem dritten Fasse gefüllt habe. 
Diese drei Gefässe, deren sich die Diebe bedient haben, sind 
zur Stelle, und es ergiebt sich, dass die Schaufel 11 Ho, der 
Holzschuh 17 Ho und die Schüssel 12 Ho enthält. Wie viel 
Reis befand sich in jedem Fasse? 

A habe y mal den Inhalt der Schaufel, also \\y Ho ge- 
stohlen, so ergiebt sich für den Inhalt x des ersten Fasses 
lly -|- 1. Ebenso liefern die Geständnisse des B und des C 
für dieselbe Grösse die Ausdrücke YlZ'\-\\, 12w+l;So 
dass wir die drei Gleichungen 

x=\\y+l, x=llz + l\, x = 12u+\ 

erhalten. Es ist daher zunächst 

\\y+l = llz+ 11, 
also 

17;^= — 10 (mod. 11), 
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und hieraus folgt der Reihe nach 

6j& = — 10, 3^ = — 5 = 6, xf = 2(mod. 11), 

z = 2 + nie, a; = 45 + 187*, 

wo U eine ganze Zahl bedeutet. 

Wird dieser Werth von x in die dritte Gleichung ein- 
gesetzt, so erhält man 

45 + 187* = 12w + 1 , 
also 

187Ä = — 44 (mod. 12) , 7* = 4 (mod. 12) 

und hieraus 

ife = 4 (mod. 12) , oder fc = 4 + 12*', 

wo V gleichfalls eine noch unbestimmte ganze Zahl bezeich- 
net. Es ist also 

a; = 45 + 187 (4 -f 12*') = 793 -f 2244*', 

und da a; < 1000 sein soll, so ist *' = anzunehmen, also 

x = 793. 

z 

IV. Einen Bruch -^ in Partialbrüche zu zerlegen, 

deren Nenner die Pactoren von N sind. 

Ist ^ = a . 6 . c . . . *, wo a, 6, c, . .*. , * prim zu einan- 
der sind, so setzen wir 

A « -?L + 1 4. _y_ 4. . . . j. _?L 

N a ^ h ^ c ^ ^ k 
und erhalten durch Multiplication mit N 

Z=a.bc...h'^ß.ac.,.Jc-\-'' 
Da nun alle Glieder mit Ausnahme von Z und 

a . 6c ... * 
durch a theilbar sind, so muss 

Z ^ a . 6c . . . * (mod. a) 
sein. Ebenso ergeben sich weiter die Bedingungen 

Z ^ ß . ac . . . Ic (mod. 6) , 
Z^y . ahd ... * (mod. c), 



Jede dieser Congruenzen liefert den Werth einer der Un- 
bekannten a, /3, . . ., X. 
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49 . . . 

Beispiel, Um den Bruch — in seine Partialbrüche zu zer- 
legen^ setzen wir 

60 3 "T" 4 T 5 

und erhalten durch Multiplication mit 60 

49 = 4.5.a + 3.5./J + 3.4.y, 
also die drei Congruenzen 

49 = 20« (med. 3) , 49 ^ 15/3 (med. 4) , 

49 = 12y(mod. 5), 
oder vereinfacht 

2« = 1 (mod. 3) , 3/3 = 1 (mod. 4) , 2y = 4 (mod. 5) . 

Die Wurzeln dieser Congruenzen sind 

a = 2 (mod. 3), /3 = 3 (mod. 4), y = 2 (mod. 5). 

Es ist also , wenn Je, h\ h" unbestimmte ganze Zahlen 
bezeichnen , 

a = 2 + 3Ä, /3«=3 + 4.r , y = 2 + 5Ä", 

und durch Einsetzung dieser Werthe in die gegebene Glei- 
chung erhält man 

49 = (40 + mi) + (45 + m¥) + (24 + 60A") 

oder 49 = 109 + 60 (Ä + Z;' + V) . 

Wir haben danach über h, h\ h" so zu verfugen, dass 

j + A;' + Ä" = - 1 

werde. Das ist auf unendlich viele Arten möglich. Fügen 
wir aber die Bedingung hinzu, dass die Partialbrüche echte 
Brüche sein sollen, so erhalten wir nur drei Werthsysteme 
für hy h\ Ä", nämlich 
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Y. Es seien m und n zwei relative Primzahlen. Man 
soll zwei ganze Zahlen x, y bestimmen , für welche die 
Gleichung 

(1) mx + wy «== 1 
besteht. 

Die Gleichung ist der Congruenz 

(2) mx ^E 1 (mod. n) 

äquivalent. Da m prim zu n ist^ so hat diese Congruenz eine 
Wurzel a? = 5 + ^^j durch deren Einsetzung in (1) sich ein 
Ausdruck y = ij — mk ergiebt. Da h jede ganze Zahl sein 
kann, so hat die vorgelegte Gleichung (1) unendlich viele 
Lösungen. 

Beispiel. 3a? + 4y = 1 . 

Die Congruenz Sx^l (mod. 4) hat die Wurzel a; ^ 3 
(mod. 4). Setzt man in die vorgelegte Gleichung x = 3 ^ AJCj 
so ergiebt sich y = — 2 — 3Ä, und man erhält für x und y, 
je nach dem Werthe, den man k beilegt, 
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— 2 

VI. Es seien A, B, Cy D, , . , gegebene ganze Zahlen, 
deren grösster gemeinschaftlicher Divisor = ^ ist. Man soll 
ganze Zahlen a, b, c, d, . . . so bestimmen, dass die Gleichung 

aÄ + & J5 + c(7 +•••== ft 
besteht. 

Lösung. Wenn zunächst die beiden ersten Zahlen A, B 

den grössten gemeinschaftlichen Divisor d^ haben, so können 

wir die Gleichung 

Ax + By = d^ 
oder die Congruenz 

Ax^d^ (mod. B) 

lösen. Hat letztere die Wurzel a, so ist 

Aa^d^-- ßB, 

also 

Aa + Bß = d^, 

wo a, ß ganze Zahlen sind. 
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Ebenso können wir weiter, wenn d^ und die dritte Zahl 
den grossten gemeinschaftlicben Divisor d^ haben, zwei ganze 
Zahlen y^ 8 so bestimmen, dass 

d. h. 

yaA + yßB + 8C = d^ 

wird, und man erkennt leicht, dass d^ der grosste gemein- 
schaftliche Divisor von Ä, B, C sein. muss. Als grösster ge- 
meinschaftlicher Divisor von d^ und C muss nämlich tZg ^^ 
jede der Zahlen Ay B, C aufgehen. Wäre nun nicht ^2» 
sondern d^2 ^ ^ ^^^ grösste gemeinschaftliche Divisor von 
A, B, C, so würde wegen der letzten Gleichung d'g ^^ ^ ^^f' 
gehen müssen, die grössere Zahl also ein Divisor einer klei- 
neren sein. Demnach ist in der That d^ der grösste gemein- 
schaftliche Divisor von A, B, C. 

Wenn noch eine vierte Zahl D vorhanden ist, so nehmen 
wir weiter den grossten gemeinschaftlichen Divisor d^ von rfg 
und D (der dann der grösste gemeinschaftliche Divisor von 
A, B, C, D sein wird) und lösen die Gleichung «J^ + lyZ) = (?3; 

dann ist 

yasA + yßsB + dsC + lyD = d^ . 

So fortfahrend gelangt man schliesslich zur Lösung der ge- 
stellten Aufgabe. 

I. Beispiel. 14a; -f I8y + 9;8f = 1. 

14« -f 18/3 = 2 hat die Lösung « = 4, /} = — 3 , 

2y+ 9d = l „ „ „ y=-4, « = 1, 

also ist 

[14 . 4 + 18 . (- 3)] (- 4) + 9 . 1 = 1 , 
d. h. 

a;=. — 16, y=.-f 12, 0=-f 1. 

IL Beispiel. 3x + 6y + 8js + 12m = 1 . 

3a + 6/3 = 3 hat die Lösung « = — 1 , /3 =« 1 

3y+ 8(J = 1 „ „ „ y-= 3, (J 1 

s -f 12i2 = 1 „ „ „ £ = 13 , 1^ «* — 1 , 

also ist 

x=ray£ = — 39, j/=*/Syf = 39, ;8f«=df == — 13,^ = 12 = — 1, 

Wertheim, ZahleDtheorie. 4 
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§ 25. Auflosung einer Congruenz ersten Grades 
mit mehreren Unbekannten. — Die Congruenz 

aa; + 6y + c;8f + • • • ^ ^ (mod. m) 
ist offenbar nur dann möglich; wenn der grösste gemeinschaft- 
liche Divisor d der Zahlen a, h, c, , . . und m auch in r auf- 
geht. Wenn dies der Fall ist, so fällt d durch Division weg. 
Wir setzen daher von vornherein d = 1 voraus. Die gegebene 
Congruenz ist nun gleichbedeutend mit der unbestimmten 

Gleichung 

ax -]- hy •{- CS -{-*'' =^ r -\- mk^ 

und diese lösen vnr für die Unbekannte, welche den kleinsten 
Coefficienten hat. 

Das Verfahren stimmt mit dem in § 22 dargelegten ganz 
überein, und die Unbekannten werden mittels so vieler unbe- 
stimmten Grössen ausgedrückt, als in der gegebenen Con- 
gruenz Unbekannte vorhanden sind. Besondere Sorgfalt hat 
man anzuwenden, wenn man alle Lösungen ermitteln will, 
wie sich im folgenden Beispiel zeigen wird. 

Beispiel. Ein Münzmeister hat dreierlei Silber; das erste 
ist 14-, das zweite 11-, das dritte 91öthig. Er braucht 30 Mark 
121öthiges Silber. Wie viel ganze Mark muss er von jeder 
Sorte nehmen? 

X Mark der ersten, y Mark der zweiten und Mark der 
dritten Sorte sollen zusammen 30 . 12 = 360 Loth Silber ent- 
halten. Es muss also 

(1) 14a; + llt/-f 9;2i = 360 
oder 

(2) Ux + 11 j/ = 360 (mod. 9) 

sein. Diese Congruenz liefert der Reihe nach 

— 4a; + 2j/ = 0(mod.9), -'2x + y = 0(mod,9),y = 2x+91c. 

Wird dieser Werth von y in (1) eingesetzt, so folgt nach 
einigen Vereinfachungen 

;8f = 40-^4ir - nie. 

X und h sind noch unbestimmt geblieben; x ist positiv anzu- 
nehmen, und h muss so gewählt werden, dass y, z positiv 
werden. Um nun alle Lösungen zu erhalten, suchen wir k 
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in Grenzen einzuschliessen. Die für y und ^ erhaltenen Aus- 
drücke liefern, wenn x eliminirt wird, 

(3) 2j/ + ^ = 40 + 7Z;, 
und aus dem Werthe von folgt 

(4) e + 4:X = A0— llh. 

Da die linken Seiten der Gleichungen (3) und (4) positiv 
sind, so müssen es auch die rechten sein, d. h. h muss zwischen 

Y und 4" — liegen, h kann also die 9 Werthe 

— 5, —4, —3, —2, — 1, 0, 1, 2, 3 
haben. 

Ist nun erstens Tc = — 5, so gehen die Ausdrücke von 

y und z über in 

y = 2aj — 45 , z = — 45; 4" 95 ; 

damit y positiv sei, muss x wenigstens 23 sein, und damit z 
positiv sei, darf x nicht grösser als 23 sein. Dieser Fall liefert 
also die eine Lösung 

a; = 23, y=l, ;sf = 3. 

Wenn zweitens Jfc = — 4 ist, so werden die Ausdrücke 

für y und z 

y = 2a; — 36 , ;gf = 84 — 4a:, 

und damit diese positive und von Null verschiedene Werthe 
haben, muss a?> 18 und < 21 sein, x ist also entweder 19 
oder 20, so dass wir die beiden Lösungen 

x= 19, y = 2, ;gf = 8 

a; = 20, y = 4, ^ = 4 
erhalten. 

Ist drittens Ä «= — 3, so erhalten wir 

y = 2x — 21, ^ = 73 — 4a; 

und erkennen, dass a; > 13 und < 19 sein muss, also eine der 

5 Zahlen 14, 15, . . ., 18 sein kann. Dadurch ergeben sich 

die 5 Lösungen 

a;=: 14, y = 1, ;2f= 17 



a; = 15 
a;=16 
a;=17 
a; = 18 



y = 3, z = l3 
y==5, z= 9 
y = 7, z = '5 
y = 9, z^ 1. 
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Auf diese Weise erhalten wir für ä; = — 2 noch 6, für 
ifc = — 1 noch 8, für Ä = noch 9, für * = 1 noch 7, für 
ÄJ = 2 noch 4, endlich für Ä = 3 noch 1 Lösung, so dass die 
Aufgabe auf 43 verschiedene Arten gelost werden kann. 

§ 26. Auflösung eines Systems von m Congruenzen 
ersten Grades mit m oder mehr Unbekannten. — Liegen 
m auf denselben Modul bezügliche Congruenzen ersten Grades 
mit m + M Unbekannten vor (wo n auch = sein kann), so 
leitet man durch Elimination ein neues System her, in welchem 
jede folgende Congruenz eine Unbekannte weniger als die vor- 
hergehende enthält, so dass sich in der letzten noch n -{- 1 
Unbekannte befinden. Setzt man die durch Auflösung dieser 
letzten Congruenz gefundenen Werthe der w + 1 Unbekannten 
in die vorhergehenden Congruenzen ein, so werden auch die 
übrigen Unbekannten der Reihe nach bestimmt. 

Beispiel. Es sei das System 

4:X — 3y + 7;8?i^5j 
5x+ y -30 = 2) (mod. 14) 
X — 4y — 0^1) 

gegeben. Wird der aus der dritten Congruenz genommene 

Werth von x 

XE12I -{- 4y -\- (mod. 14) 

in die beiden ersten eingesetzt, so ergiebt sich 

~/7o'" «l(-od.l4). 
7y-f2^=~3P ^ 

Weiter liefert die erste dieser beiden Congruenzen 

2/^—1 — Sz (mod. 14), 
und dieser Werth reducirt die zweite auf 

00^ — 4: (mod. 14). 

Das neue System, das wir aus dem gegebenen hergeleitet haben, 
ist also 

a; :^ 1 + 4y + ^ 

y^r^ — 1 — 3z (mod. 14) . 

5;&=-4 

Die letzte Congruenz, für welche wir auch 

5z = 10 (mod. 14) 
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schreiben können, hat die Wurzel 0^2] die zweite Congruenz 
liefert sodann y ^ -— 7 ^ + 7 und die erste a; ^ 3 (mod. 14). 

Wenn die gegebenen m Congruenzen sich auf verschiedene 
Moduln beziehen, so hat man jede durch die entsprechende 
unbestimmte Gleichung zu ersetzen, wodurch m neue Unbe- 
kannte eingeführt werden, und durch Elimination eine Gleichung 
zu bilden, welche m — 1 der Unbekannten nicht mehr enthält. 
Mit dieser Gleichung ist dann auf die in § 22 angegebene 
Weise zu verfahren. Ebenso behandelt man Aufgaben, die 
von vorn herein zu m linearen Gleichungen mit mehr als m 
Unbekannten führen. 

Beispiel, Aus den Gleichungen 

^ + 3y + 5;e? = 44 
3a; -f 5y + 7;e? = 68 
folgt durch Elimination von x 

4y + 8;6f = 64. 
Diese Gleichung liefert für y den Werth 

y = 16 — 2;^, 

nach dessen Einsetzung in die erste Gleichung man für x den 

Werth 

a? = jßf -— 4 

erhält. ist unbestimmt, muss aber, damit y positiv sei, < 8, 
und damit x positiv sei, > 4 angenommen werden. Wir er- 
halten somit drei Losungen 

a;=l,y = 6,^ = 5 

X =^2f y==4, jsf==6 

x = 3, y = 2, ^= 7, 

§ 27. Auflösung der unbestimmten Gleichung 

zweiten Grades mit zwei Unbekannten, von denen 

die eine nur im ersten Grade vorkommt. — Es soll die 

Gleichung 

ax -{-hy + cxy + äy^ -f- /*= 0, 

deren Coefficienten a, h, c, d, f ganze Zahlen sind, in ganzen 
Zahlen aufgelöst werden. Zunächst ergiebt sich 

^^ cy + a ' 
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Diese Division wollen wir ausführen, vorher aber dafür Sorge 
tragen, dass die Coeffieieuten des -Quotienten ganze Zahlen 
werden. Zu diesem Zwecke haben wir uns nöthigenfalls nicht 
mit dem Ausdruck von x^ sondern mit 

,2^_ c'dy^ + hc' y + c'f 

cy + a 

zu beschäftigen. Es ergiebt sich 

X, resp. c^x = ay + ß + ^+^' 

wo «5 /S, y ganze Zahlen sind. Damit nun x, resp. (?x eine 
ganze Zahl werde, muss man y einen solchen Werth beilegen, 
dass cy •\- a in y aufgehe; mit anderen Worten, cy -{- a muss 
ein Divisor von y sein. Man wähle also von den Divisoren 
von y diejenigen aus, welche, um a vermindert, durch c theil- 
bar werden. Jeder dieser Divisoren liefert einen Werth von 
y und weiter einen ganzzahligen Werth von c^x\ von den so 
erhaltenen Werthen sind natürlich nur diejenigen zu nehmen, 
für welche auch x eine ganze Zahl wird. 
Beispiel. Aus der Gleichung 

^x + bxy + 22/ - 3j/2 = 15 
folgt 

3y«-2y + 15 
52/ + 3 

oder 

Von den 20 Divisoren der Zahl 432 = 2* • 3^ sind nur die zu 
benutzen, welche, um 3 verringert, durch 5 theilbar werden, 
also, wenn wir uns auf positive Werthe der unbekannten be- 
schränken, 8, 18, 48, 108. Wird 5«/ + 3 der Reihe nach 
jeder dieser Zahlen gleichgesetzt, so erhält man vier Werthe 
von j/, zu deren jedem ein Werth von x gehört, nämlich 



j/ = 21] 
x=\2 



y = l\ j/ = 3| j/=9] 

Diese Methode hört auf, anwendbar zu sein, wenn c = 0, 

also 

^^ _ dy^ + hy + f 

a 
ist. Bezeichnet dann ij eine ganze Zahl, die, für y eingesetzt, 
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X zu einer ganzen Zahl macht ^ so wird auch ij -{- Ica, wo Je 
eine beliebige positive oder negative ganze Zahl bezeichnet^ 
dieser Bedingung genügen^ da 

d(fi -^ Jcay -|- & (i^ + Jca) + f 

= (dri^ + h7i + f) + a (ßdkri + adk^ + hJc) 

ist. Wenn ^ > y ^^^> ^^ kann man offenbar über die Grösse 
und das Vorzeichen von k so verfügen, dass der absolute 

Werth von i? + Äa < -^ werde. Durch Einsetzen der Zahlen 

1, 2; . . . bis zu der grössten ganzen Zahl, die nicht grösser 

als Y ist, in den Ausdruck für x wird man also die Werthe 

von y ermitteln, die x zu einer ganzen Zahl machen. 
Beispiel. Aus 

öx — 6y + 3y^ — 464 = 
folgt 

^_ ^Sy^ + ßy + 464 _ ^ ^ Qg ^ ~ 3y^ + y + 4 ^ 

Der Ausdruck — Sy^ -\- y -j- 4: soll durch 5 theilbar sein. 

Um die Werthe von y zu ermitteln, die dies bewirken, haben 

wir in denselben nur die Zahlen — 2, — ly 1, 2 einzusetzen. 

Für diese Werthe von y nimmt derselbe beziehungsweise die 

Werthe — 10, 0, 2, — 6 an. Es sind also — 2 + 5/c und 

— 1 -|- 5Ä' die gesuchten Werthe von y, und darin bezeichnen 

Ä, Je beliebige ganze Zahlen. Die zugehörigen Werthe von x 

sind 

+ 88 + l8Jc - 15*2 und 91 + l2Jc' - lök'K 

Will man sich auf positive Werthe beschränken, so liefert das 
erste Paar der Ausdrücke für x und y die drei Lösungen 

i2; = 91, y= 3, 
x = 64:, y= 8, 

das zweite Paar die beiden Lösungen 

^ = 88, j/ = 4, 
a? = 55 , y = 9 . 

Anmerkung. Ueber die Ausdelinung dieser Methode auf Glei- 
chungen höherer Grade mit zwei Unbekannten, von denen die eine nur 
im ersten Grade vorkommt, s. Lagrange's Zusatz IIl zu Euler's Algebra. 
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§ 38. Ermittlung der rationalen (ganzen oder ge- 
brochenen) Werthe von x, für welche der Ausdruck 

a + bx -{- ex* 

ein Yollständiges Quadrat wird. — Diese Aufgabe ist 
nur ein specieller Fall der allgemeineren: Die unbestimmte 
Gleichung zweiten Grades mit zwei Unbekannten in rationalen 
Zahlen zu losen. Diese letztere Aufgabe wird weiter unten 
behandelt werden. Hier soll der Ausdruck a + 6a; + ex* nicht 
allgemein (für beliebige Werthe der Coefficienten a, h, c) in 
ein Quadrat verwandelt werden, sondern unter gewissen Vor- 
aussetzungen^ die die Sache ungemein vereinfachen und immer 
ermöglichen. Ist nämlich 

1) a ein Quadrat «= «*, so können wir 

a -]- hx -{- ex* = (a -{- lex)* = «* -f Saifea; -f ^^^ 
setzen^ wo Je eine unbestimmte Zahl bezeichnet, und erhalten 

leicht 

h — 2ak 

¥ — c 
Danach ist z. B. 4 + 5^ + 6^^ ein Quadrat, wenn man 

6 — 4fc 

annimmt; wo h jede rationale Zahl sein kann. Für h = \ ist 

5 

4—1 4- J- = IL — (1\^ 

2) Es sei e ein Quadrat = y^; dann setzen wir 
a + Ja; + y*x* = (ä + yx^y 

wo h eine unbestimmte rationale Zahl bedeutet. Es ergiebt sich 

X == 



a; = r-, und in der That ist 



2yÄ; — 6 
Danach ist z. B. 7 + 3rc + 2bx* ein Quadrat, wenn man 

7 - Ä;' 
X =- 

] 
annimmt. Für Ä; = 0, 



1/ ' — 


"lOÄ - 


3 






1, 


+ h 


1 
2 


ist 


beziehungsweise 


7 
3 ' 


6 
13 


7 


6 

7 ' 


27 

• 

8 



CoDgraenzen ersten Grades. 57 

3) Die Aufgabe ist ferner sehr leicht zu lösen; wenn 
a + 6a; + ^^ sich ii^ zwei Factoren ersten Grades mit ratio- 
nalen Coefficienten zerlegen lässt. Das ist der Fall, wenn 

6^ — 4ac ein Quadrat = A^ 

ist; denn unter dieser Voraussetzung hat die Gleichung 

a + 6^:: + ^^^ = 

die Wurzeln — ,^ ~ , so dass 

a + 6a; + ex* = c (x - ^) {x + '^^) 

ist. 

Wir nehmen also au, es sei 

a + &^ 4" ^^^ = (^ + ^^) (/* + 9^^ ' 
und setzen 

dann erhalten wir 

dm* — fn^ 



X = 



gn^ — cw* 



So z. B. ist Ö6x^ + 19a; - 15 = (7x + 5) (8a; - 3), und 
wenn wir 

b6x^ + 19a; - 15 = (7a; + 5) (8a; — 3) = ~ (7a; + 5)* 



setzen, so ergibt sich 

6m* + 3w* 

^~ — 7m* + 8n*' 

also etwa für m = 1, w = 1 

a; = 8. 
4) Endlich lassen .sich leicht Werthe von x bestimmen, 
für welche a -f- 6a; + ^^ ^iii Quadrat wird, wenn sich dieser 
Ausdruck auf die Form p^ -\- Q' r bringen lässt, wo p, q, r 
Functionen ersten Grades von x (mit rationalen Coefficienten) 
sind. Setzt man nämlich 



2 



a + 6a; + cx^=p^ + 2^ = (p + ^?) 

so ergiebt sich 

2mp , m*g 

n ' n* ' 

und aus dieser Gleichung ersten Grades lässt sich x leicht 
bestimmen. 
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Es ist z. B. 

1x^ + 2 = 9x^ - 2 (a?* - 1) = (ßxy -- (2x - 2) (a; -f 1); 

also 

p = 3Xj q = — 2x + 2, r==a?+l, 

und daraus erhält man leicht 

2 wi* — n* 
^ ~ 2m^~^ 6mn +~n* ' 

also etwa für m == 1, n == 1 

_ __ 1 
a; — -g • 

§ 29. Auflösung der Pythagoreischen Gleichung 

in ganzen Zahlen (Euklids Elemente^ X; 29). — Um die 

Gleichung * 

x^ -\' y^ = z^ 

in ganzen Zahlen aufzulösen, setze man 

X y 

dann ist 

w^ + ^^ = 1 j 

also wird w = 1 — hv sein, wo h eine vorläufig unbestimmte 
Zahl bezeichnet. Für diesen Werth von u geht die zu lösende 
Gleichung über in 

(1 — Ivf + i;2 == 1 , 
woraus sich leicht 

V = . . ,, . l — kv = 



ergiebt. In der That ist 

1^1 + Ä«; -1- 1^1 + Ä«; - 'y 

also auch 

(2A;)2 + (1 ^k^f = {l +¥)\ 

Diese Identität löst die gegebene Aufgabe; denn es ist 
x = ±21c, 2/= + (l-Ä^), ^= + (1+^^), 
wo k jede ganze Zahl sein kann. So z. B. ist für. 
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7c 
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g 
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5 
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10 
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15 


17 
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10 


24 


26 
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12 


35 


37 
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• • 


• • 


• • 


• • 



Anmerkung. Eine der Zahlen x, y ist durch 3, eine 
derselben durch 4, und eine der Zahlen x, y, ist durch 5, 
also das Produkt xy0 durch 60 theilbar. 

Beweis. Da eine von drei auf einander folgenden Zahlen 
durch 3 theilbar und j/ = (Ä — 1) (A; + 1) ist, so muss die 
Zahl 3 entweder in x = 27c oder in einen der Factoren von 
y aufgehen. 

Wenn ferner Je gerade ist, so ist x durch 4 theilbar, Ist 
dagegen Ä = 2n + 1, so ist y = h^ — 1 = 4w^ + 4n du«h 
4 theilbar. 

Endlich kann Tc für den Modul 5 die Reste 0, oder + 1 
oder + 2 geben, also von der Form 5w oder 5w + 1 oder 
5w + 2 sein. Im ersten Falle ist x = 10 w, im zweiten 
j/ = Ä^ - 1 = 25w2 + lOw, im dritten jg? = i^ + 1 = 2bn^ 
+ 20n + 5 durch 5 theilbar. 

§ 30. Der Wilson'sche Satz. — Die Theorie der Con- 
gruenzen ersten Grades liefert einen direkten Beweis des be- 
rühmten Wilson'schen Satzes: 

Das um 1 vermehrte Produkt 'aller Zahlen von 
1 bis j) — 1, also die Zahl 

;ei=1.2-3...(2)~l)+l 
ist durch p theilbar, wenn p eine Primzahl ist, sonst 
nicht. 

Beweis. Es sei p eine Primzahl, und es bezeichne a 
irgend eine der Zahlen 1, 2, 3, . . ., (p — 1), so wird a prim 
zu p sein und die Congruenz ax ^ \ (mod. p) nach dem 
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Früheren stets eine, aber auch nur eine Wurzel haben. Wäre 
diese Wurzel gleich dem Coefficienten a, also a* ^ 1 (mod. j?), 
so müsste o? — 1 = (a + 1) (a — 1) durch p theilbar sein, 
also j) entweder in a + 1 oder in a — 1 aufgehen. Nun ist 
aber a kleiner als ^. Ginge also 'p in a ■\- \ auf, so müsste 
a = p — 1 sein, und ginge 'p m a — 1 auf, so müsste a — 1 
= 0, also a = 1 sein. Wenn daher a weder 1, noch p — 1, 
sondern eine der Zahlen 2, 3, 4, . . ., (p — 2) ist, so kann 
die Wurzel der Congruenz axizil (mod.j)) nie gleich dem 
Coefficienten a sein. Ferner können zwei Congruenzen mit 
verschiedenen Coefficienten a, a 

ax^ly ax ^ 1 (mod. p) 

nicht dieselbe Wurzel x haben; denn sonst würde man aus 
ax ^ dx (mod. p) durch Division mit x die Congruenz a^d 
(mod. p^ erhalten, während zwei verschiedene Zahlen der Reihe 
2, 3, . . ., (p — 2) für den Modul p nicht congruent sein können. 
Die Zahlen 2, 3, . . ., (jp — 2) lassen sich somit in Gruppen 
von je zweien zusammenstellen, so dass das Produkt der 
Zahlen jeder Gruppe den Rest 1 liefert. Durch Multiplication 
aller so gebildeten Congruenzen erhält man 

2- 3 •••(!)- 2) = 1 (mod. jp) , 

und hieraus folgt durch Multiplication mit p — 1 

1.2«3«««(j)— l)^p — 1^— 1 (mod. p) 
oder 

1.2.3. .-(p— 1)+ l = 0(m'd.jp), 

was bewiesen werden sollte. 

Wenn dagegen p keine Primzahl, sondern durch eine Zahl 

g, die also <p ist, theilbar ist, so tritt q als Factor in dem 

Produkt 1 . 2 . 3 . . . (p — 1) auf. Die Zahl g ist also nicht 

durch q und somit auch nicht durch p theilbar. 

Anmerkung. Dieser von seinem Entdecker nicht bewiesene Satz 
liefert eine allgemeine und untrügliche, aber wegen der Ungeheuern 
Rechnung, die sie erfordert, in der Praxis gar nicht anzuwendende Regel, 
zu erkennen, ob eine gegebene Zahl eine Primzahl oder zusammen- 
gesetzt sei. Der obige Beweis ist von Gauss, Disquisitiones, 77 gegeben; 
andere Beweise sind von Lagrange, Abhandlungen der Berliner Akademie, 
1771; Euler, Opuscula analytica I, p.329; Legendre, theorie des nombres, 
II, 130; Stern, algebraische Analysis, p. 393. 
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§ 31. Der Fermat' sehe Satz. — Bezeichnet a eine 

beliebige durch die Primzahl p nicht theilbare ganze 

Zahl; so ist 

a^^ ^ 1 (mod. p) , 

oder mit anderen Worten: die Congruenz 

/pj>— 1 ^ 1 (mod. p) 

hat jede der p — 1 Zahlen 1, 2, 3, . . ., {p — 1) zur 
Wurzel. 

Beweis. Wir betrachten die Produkte^ die man erhält, 
wenn man jede der Zahlen 

(1) 1, 2, 3, ...,(1,-1) 
mit a multiplicirt, also die Zahlen 

(2) a, 2a, 3a, . . ., (p — 1) a. 

Die Reste dieser Produkte für den Modul p müssen sämmt- 
lich von einander verschieden sein; denn aus der Annahme 

ha ^h'a {moA,p) 

würde durch Division mit a sich 

1cE=Jc' (mod. p) 

ergeben, während zwei verschiedene Zahlen der Reihe (1), 
und als solche werden k und Je' vorausgesetzt, nicht con- 
gruent sein können. Da nun ausserdem keins der Produkte 
(2) durch p theilbar ist, so müssen die Beste der Zahlen (2) 
in irgend einer Reihenfolge mit den Zahlen (1) übereinstim- 
men, und es muss folglich das Produkt aller Zahlen (2) dem 
Produkt aller Zahlen (1) congruent sein, d. h. es ist 

1 . 2 . 3 . . . (i? — l)aP-i ^ 1 . 2 . 3 . . . (p — 1) (mod.jp), 

und hieraus folgt durch Division mit 1 . 2 . 3 . . . ( j? — 1) 

aJP-^ ^ 1 (mod. p) . 

Anmerkung. Auch von diesem Satze, der von seinem Entdecker 
Format ohne Beweis in einem Briefe mitgetheilt worden ist (Varia 
Opera mathematica, p. 163), giebt es mehrere Beweise (von Euler, Lam- 
bert, Gauss), die wir zum Theil noch kennen lernen werden. 

§ 83. lieber die Anzahl der Wurzeln einer Con- 
gruenz, deren Modul eine Primzahl ist. 

Lehrsatz I. Eine nicht identische Congruenz, deren 
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Modul eine Primzahl ist, besitzt höchstens so viele 
Wurzeln, als ihr Grad Einheiten enthält. 

Beweis. Wir nehmen an, die Congruenz 

(1) Aoö^ + Bx"^-^ + • • . + ^^ + 2^ = (mod. j)), 

deren Coefficienten -4, 5, . . ., JN" ganze Zahlen sind, die wir 
nach dem Früheren als zwischen und /) oder auch zwischen 

— ^ und + ^ liegend voraussetzen dürfen, besitze mehr als 

m, also wenigstens m + 1 Wurzeln a, /3, y, . . . Die kleinste 
dieser Wurzeln sei a. Setzen wir dann j/ + a an die Stelle 
von Xj so erhalten wir eine neue Congruenz wi^^ Grades 

(2) ay"* + 6y"*""^ -|- . . . -j- my + w ^ (mod. p), 

welche ebenso viele Wurzeln, wie die gegebene hat, indem 
sie durch die Werthe 0, /5 — a, y — a, ... von y befriedigt 
wird. Da (2) die Wurzel y ^ hat, so muss w ^ (mod. j?) 
sein. Die Congruenz (2) lässt sich also auf die Form 

(3) y {ay''"-^ + 6 j/"»-« ^ [- m) = (mod. p) 

bringen. Die linke Seite von (3) wird durch p theilbar, wenn 
man für y irgend eine der Grössen ß — a, y — a, ... setzt, 
und da jede der letzteren prim zu p ist, so muss in allen 
diesen Fällen der Factor 

durch p theilbar werden, d. h. die Congruenz 

(4) ay^-'^ + 6y"»-2 + • • • + m ^ (mod. p) 

muss die Wurzeln ß — a, y — a, . . . haben, deren Anzahl 
wenigstens gleich m ist. 

Wenn es also eine Congruenz m*®° Grades mit mehr als 
m Wurzeln giebt, so lässt sich daraus eine Congruenz vom 
Grade m — 1 mit mehr als m — 1 Wurzeln, daraus ebenso 
eine Congruenz vom Grade m — 2 mit mehr als m — 2 Wur- 
zeln, u. s.w., endlich eine Congruenz ersten Grades mit mehr 
als einer Wurzel herleiten, was dem Lehrsatz I des § 21 
widerspricht. 

Lehrsatz IL — Es seien f{x) und F{x) ganze Func- 
tionen von X, deren Coefficienten ganze Zahlen und 
deren Grade kleiner als die Primzahl p sind. Wenn 
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dann f{x) ein Divisor von x^^^ — 1 -{- pF{x) ist, so be- 
sitzt die Congruenz 

fix) ^ (mod.jp) 

genau so viele Wurzeln, als ihr Grad Einheiten 
enthält. 

Beweis. Da f{x) ein Divisor von a;^"~^ — 1 -\' pF{x) ist, 
so können wir 

xP-^ — 1 + pF{x) = f{x) q>{x) 

setzen, wo q>{x) eine ganze Function von x mit ganzen Coef- 
ficienten bezeichnet. Nun ist nach dem Fermat'schen Satze 
x^^^ — 1 für jeden der p — 1 Werthe 1, 2, . . ., (jp — 1) von 
X durch p theilbar, und da pF(x) ^ (mod.p) eine identische 
Congruenz ist, so hat die Congruenz 

f{x)(p{x) ^ (mod.^), 

deren linke Seite vom Grade p — 1 ist, die |) — 1 Wurzeln 
1, 2, 3, . . ., (p — 1). Hätte nun die Congruenz 

f{x) ^ (mod.p) 

weniger Wurzeln, als ihr Grad Einheiten enthält, so würde 

q>{x)^0 (mod.p) 

mehr Wurzeln haben müssen, als ihr Grad Einheiten enthält, 
und das widerspricht dem vorhergehenden Satze. 

Lehrsatz III. — Wenn die Functionen f{x) und q){x) 
einen grössten gemeinschaftlichen Divisor ilf{x) haben, 
so sind die den Congruenzen 

(1) f{x)^0 und g)(a:) = (mod.p) 

gemeinschaftlichen Wurzeln auch Wurzeln der Con- 
gruenz 

^ (a?) ^ (mod. p) . 

Beweis. Bezeichnen wir den Quotienten und den Rest der 
Division von f{x) durch fp{x) beziehungsweise mit Q und iJ, 

so ist 

f{x)^Q.fp{x) + B, 

und da danach für jede den Congruenzen (1) gemeinschaftliche 
Wurzel auch H durch p theilbar werden muss, so haben die 
Congruenzen (1) die nämlichen gemeinschaftlichen Wurzeln 
wie die Congruenzen 
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(2) (p(x) = 0, B = 0(mod.p). 

Durch Fortsetzung dieser Schlüsse beweist man die Rich- 
tigkeit des vorliegenden Satzes. 

Aufgabe. Die Zahl der Wurzeln einer Congruenz 

(1) f{x) = 0{mod,p), 
wo p eine Primzahl ist, zu bestimmen. 

Lösung. Da die Congruenz 

(2) ajP-i — 1 = (mod. p) 

durch jede der p — 1 Zahlen 1, 2, 3, ... Q) — 1) befriedigt 
wird, so haben wir, um die Anzahl der Wurzeln von (1) zu 
ermitteln, nur zu sehen, wie viele Wurzeln (1) und (2) ge- 
meinschaftlich sind. Wir bestimmen also den grossten ge- 
meinschaftlichen Divisor der Polynome f(x) und x^^^ — 1; 
der Grad dieses Divisors giebt an, wie viele Wurzeln die 
Congruenz (1) besitzt. 

Beispiel. Um die Anzahl der Wurzeln der Congruenz 

(1) 3a;« - 5a?* — o; + 4 = (mod. 7) 

zu bestimmen, haben wir den grossten gemeinschaftlichen 
Divisor von x^ — 1 und 5x^ — 6x^ — a?-f-4 zu suchen. Da- 
mit der Quotient der zu diesem Zwecke erforderlichen Division 
ganze Coefficienten erhalte, wollen wir den Coefficienten von 
x^ in (1) auf die Einheit reduciren. 

Da 

-5 = 9, -1 = 6, 4 = — 3(mod. 7) 

ist, so geht (1) in 

3x^ + 9a;2 + 6ic — 3 = (mod. 7) 
oder in 

(2) a^ + 3a;2 + 2a; - 1 = (mod. 7) 

über. Dividiren wir jetzt x^ — 1 durch x^ + 3a;^ -|- 2a; — I, 
so bleibt der Rest 

25a;2 + 35a; — 15 = 4a;2 - 1 (mod. 7) . 

Ehe wir weiter dividiren, reduciren wir den Coefficienten 
von x^ auf 1, indem wir beachten, dass 

— 1^ — 8 (mod. 7) 

ist. Dann geht der Rest 4 a;* — 1 in 

. 4a;* — 8 = 4 (a;* - 2) (mod. 7) 
über. 
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Mit Ol? — 2 dividiren wir weiter in oi? + 3a;^ '■\-2x — \ 
und erhalten als Best 

4a; + 5 = 4ä; + 12 :zE 4 (a; + 3) (mod. 7). 

Wird jetzt endlich mit a; + 3 in o? — 2 dividirt, so bleibt 
der Rest 7^0 (mod. 7). Die Congruenz (1) hat daher mit 
ÄJ^ — 1 ^ (mod. 7) nur die eine Wurzel der Congruenz 

a; + 3 = (mod. 7) , 

d. i. 4 gemein,, mit andern Worten : die Congruenz (1) besitzt 

überhaupt nur die eine Wurzel a; ^ 4 (mod. 7) . 

Anmerkung. Der Lehrsatz I dieses Paragraphen liefert einen 
neuen Beweis des Wilson' sehen Satzes. Die Congruenz 

(a; — 1) (o; — 2) . . . (rc — jp — 1) — (a^^ — 1) = (mod. p) 
ist offenbar vom Grade p — 2 und hat dabei die <p — 1 Wurzeln 1 , 2, 
3» • • •» (P — !)• Siß muss daher eine identische Congruenz, d. h. je- 
der ihrer CoefQcienten muss durch p theilbar sein; also ist auch der 
Coefficient des von x unabhängigen Gliedes durch 'g theilbar, oder 

1.2.3...(p— 1)4-1EE0 (mod. ^) . 



Wertheim, Z ahlentbeorie. 
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Eettenbrüohe. 

§33. Definition. — Unter einem Kettenbruch ver- 
steht man einen Bruch, dessen Zähler eine ganze Zahl und 
dessen Nenner die Summe aus einer ganzen Zahl und einem 
Bruche von derselben Beschaffenheit sind. Ein Kettenbrach 
ist daher jeder Ausdruck von der Form 

h 



« + 



Y -] 



tf + u. 8. w. ; 

darin bezeichnen a, ß, y, d, . . ., sowie h, Cy d, . . . positive 

oder negative ganze Zahlen. Wir werden aber nur solche 

Kettenbrüche betrachten , in denen die Zähler b, c, d, .»• 
der Einheit gleich sind, welche also die Form 



ß + 



Y + 



+ 



haben, wo übrigens a, /3, y, d,... irgendwelche positive oder 
negative ganze Zahlen sind; denn diese Kettenbrüche sind die 
einzigen, die wir später anzuwenden haben. 

„Die Kettenbrüche bieten sich uns naturgemäss jedesmal 
dar, wo es sich darum handelt, gebrochene oder irrationale 
Grössen in Zahlen auszudrücken. Nehmen wir nämlich an, 
wir hätten den Werth einer beliebigen gegebenen Grösse x 
anzugeben, die nicht durch eine ganze Zahl ausgedrückt wer- 
den kann, so wird der einfachste Weg darin bestehen, dass 
wir zunächst diejenige ganze Zahl aufsuchen, welche dem 
Werthe von x am nächsten liegt und sich von demselben nur 
durch einen Bruch unterscheidet, der kleiner als die Einheit 
ist. Diese ganze Zahl sei a, so ist äj — a gleich einem 
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Bruche, der kleiner als 1 ist, folglich eine Zahl, welche 

grösser als 1 ist. Es sei daher = a:i, und da iCi grosser 

als die Einheit ist, so kann man die ganze Zahl bestimmen, 
welche dem Werthe von x^ am nächsten liegt. Wird diese 
ganze Zahl a^ genannt, so ist wieder x^ — % gleich einem 

Bruche, der kleiner als die Einheit ist, folglich eine 

flJj "^ Cvi 

Zahl, die grösser als 1 ist, und die man mit X2 bezeichnen 
kann. Um den Werth von X2 zu ermitteln, hat man nur die 
demselben zunächst liegende ganze Zahl zu ermitteln; wird 
diese mit a2 bezeichnet, so ist x^ — «2 kleiner als 1, folglich 

gleich einer Grösse x^, welche grösser als die Einheit 

»^o """ Wq 

ist, u. s. f. Durch dieses Verfahren rauss man offenbar nach 
und nach dem Werthe von x immer näher kommen und zwar 
auf die einfachste und schnellste Weise, die möglich ist, da 
man nur ganze Zahlen anwendet, von denen jede dem ge- 
suchten Werthe so nahe wie möglich liegt. 

„Da jetzt 

1 



X - 


- a 


X, 


ist, so hat man 






1 
X — a — , 

ebenso folgt aus 


also 


, 1 


1 


dass 


^1 —cti + ~, 


rCj — tti ^' 

und aus 


1 

— — t* 


dass 


, 1 

^2 — ^2 "T IT 

^8 


X, a, ^3' 



ist, u. s. w., so dass man durch Einsetzung dieser Werthe 

der Reihe nach 

, 1 
X = a -f- 



a?i 



= «+^ 



«1 H — 



= a 4" 



«2 H — 



« 
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und allgemein 

X = a + ,1 , 

«3 + • . 
erhält. 

,,Es ist gut zu beachten, dass jede der ganzen Zahlen 
ttj «1, ttg, ttg, . . ., welche, wie wir soeben gesehen haben, die 
den Grössen x, x^, x^, ... zunächst liegenden ganzzahligen 
Werthe darstellen , auf zwei verschiedene Arten genommen 
werden kann, da jede gegebene reelle Grösse, die nicht selbst 
eine ganze Zahl ist, zwischen zwei auf einander folgenden 
ganzen Zahlen liegt, von denen jede als angenäherter Wertli 
gewählt werden kann. Hinsichtlich des Kettenbruchs, za dem 
wir gelangen, besteht aber zwischen den beiden Arten, diese 
angenäherten Werthe zu wählen, ein wesentlicher Unterschied. 
Nimmt man nämlich immer diejenigen ganzen Zahlen, welche 
kleiner sind als die auszuwerthenden Grössen, so werden die 
Nenner a^, a^, a^ ... sämmtlich positiv sein; dieselben wer- 
den sämmtlich negativ sein , wenn man immer die ganzen 
Zahlen nimmt, welche grösser als die auszuwerthenden Grossen 
sind, und sie werden zum Theil positiv, zum Theil negativ 
sein, wenn man bald zu kleine, bald zu grosse angenäherte 
Werthe wählt." (Lagrange, Zusätze zu Eulers Algebra). 

Wir setzen für die Folge voraus, dass immer die unter- 
halb der zu bestimmenden Grössen liegenden ganzen Zahlen 
als angenäherte Werthe genommen, dass also die Zahlen a, 
«1, «2; • • • sämmtlich positiv seien. 

Wenn eine der Grössen x^^ x^, a^g, . . . eine ganze Zahl 
ist , so ist der Kettenbruch beendet. Ist z. B. x^ eine ganze 
Zahl, so erhält man für x den Kettenbruch 



«1 + 



tX e 



Dieser Fall wird immer eintreten, wenn x durch einen 
rationalen Bruch ausgedrückt ist; wenn aber x eine irrationale 
oder eine transcendente Grösse ist, so wird der Kettenbruch 
ins Unendliche fortgehen. 

§ 34. Verwandlung eines rationalen Bruchs in 

A 
einen Kettenbruch. — Es sei ^ ein rationaler Bruch, des- 
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seil Zähler und Nenner prim zu einander seien; dann ist 

Ä 
die ganze Zahl a, die dem Werthe von ^ am nächsten liegt, 

der Quotient der Division von A durch B, Wird der Rest 

. . . ' . A C 

dieser Division C genannt, so ist ^ — ^ ^^ »• -^^ ^®* ^^^^ 

j> 
a?i = ^, und um die ganze Zahl a^ zu erhalten, die dem Werthe 

j> 
von -Q am nächsten liegt, haben wir nur B durch C zu divi- 

diren und den Quotienten dieser Division a^ zu nennen. Wird 

der Rest dieser Division D genannt, so ist x^ — ^i^^o' 

C 
folglich X2 = ^] wir werden also weiter C durch D dividiren, 

den Quotienten a^ nennen, u. s. f. 

Um also einen gemeinen Bruch in einen Kettenbruch zu 
verwandeln, dividiren wir den Zähler desselben durch seinen 
Nenner und nennen den Quotienten a; darauf dividiren wir 
den Nenner durch den Rest und nennen den Quotienten a^; 
hierauf dividiren wir den ersten Rest durch den zweiten und 
nennen den Quotienten agj in dieser Weise fahren wir fort, 
d. h. wir dividiren immer den vorletzten Rest durch den 
letzten, bis wir zu einer Division gelangen, welche den Rest 
Null liefert, was nothwendig einmal geschehen wird, da die 
Reste eine Reihe abnehmender positiver Zahlen bilden. Der 
aus den erhaltenen Quotienten a, a^, a^, . . . gebildete Ket- 
tenbruch 

« + -- -r 1 



«8 + • . 

für den wir zuweilen auch (a, a^, öfg,...) schreiben werden, 

ist dann gleich dem gegebenen Bruch ^• 
Beispiele. 

I- IiI = 2+44:-l— 1 =(2,2,1,4,1,2,3) 

^ 3 
Ttgö "^ "l~^ - 1 °^ (^' ^' ^' ^> ') 

3 + 4-r 1 

^ 7 
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III. '^"^ = (3,2,1,1,1,2,2,1,1,1,2). 

IV. ?g =(1,2,3,4,5). 

Das hier dargelegte Verfahren dient auch dazu^ irgend 
eiue durch einen Decimalbruch ausgedrückte Grösse in einen 
Kettenbruch zu verwandeln. 

Beispiel. 
V. 0,371317 = (0,2, 1,2,3, 1,6, 1, 1,5,32, 11). 

§ 35. Bildung der Näherungsbrüche. — Bricht 

man einen Kettenbruch 

1 



a + 



»i + 



«a + 



bei irgend einer der ganzen Zahlen a, a^, «g, ..., die man 
im Gegensatz zu den vollständigen Quotienten x^, x^, ... die 
unvollständigen Quotienten nennt, ab, so erhält man 
einen Näherungsbruch. So ist a der erste, 



,1 aöTj + 1 



der zweite. 



a^ a^ 



^ I i j ^_ ««i q« + 0^ 2 + <^ 

■^ai+— «laj + l 



der dritte Näherungsbruch, u. s. w. 

Um das Bildungsgesetz der Näherungsbrüche zu ermit- 

z z 

teln, wollen wir den ersten mit — ^, den zweiten mit -—-, all- 



Z 



gemein den h^^ mit j^ bezeichnen. Es ist dann lir^ = -7-, 

Wir werden jetzt beweisen, dass allgemein 

ist, dass also der Zähler, resp. Nenner, des n*®° Näherungs- 
bruchs gefunden wird, indem man den Zähler, resp. Nenner, 
des (n — \y^^ Näherungsbruchs mit dem n*®^ unvollständigen 
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Quotienten Un—i multiplicirt und zum Produkte den Zähler^ 
resp. Nenner, des (n — 2)*®° Näherungsbruchs addirt. 

Da der Satz für den dritten Näherungsbruch richtig ist, 
so haben wir, um seine allgemeine Gültigkeit nachzuweisen, 
nur darzuthun, dass, wenn derselbe bis zu einer gewissen 
Grenze, etwa bis zum k^^ Näherungsbruche, Geltung hat, er 
auch über diese Grenze hinaus für den (Ä + 1)*®" Näherungs- 
bruch besteht. Es sei also 

^k «*-.! ^k-1 + ^k-2 ' 

Wir erhalten hieraus den folgenden Näherungsbruch, wenn 
wir ttk^i durch a*— i -| ersetzen. Dies liefert 

^k 

^'+' («*-l + -) ^k-1 + Nk-2 

_^ {^k^l ^k + ^) ^k^l + ^k Zk-% 
(«*-l «* + 1) -^Jb-l + «* ^k-2 

oder, wenn a*-! Z*— i + Zh-.'i durch Z* und ebenso 
durch "Nh ersetzt wird, 

-^A+l _ ^k ^k + Zk-\ 

und damit ist der Satz bewiesen. 

Z 1 

Wenn wir den fingirten Näherungsbruch j^ = -q^ als 

ersten vorausschicken, so liefert die hergeleitete Formel auch 
noch den zweiten Näherungsbruch, da sich dann 

h. _ <*i -^1 + -^0 ^ «1 « + 1 ^ qi«+ ^ 
orgiebt. Dies soll in Zukunft geschehen, es soll also ^ den 

n 

(w + 1)*®° Näherungsbruch bezeichnen. 

Die Näherungsbrüche eines Kettenbruchs werden also in 
folgender Weise berechnet: 



72 
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Man schreibt die unvollständigen Quotienten neben ein- 
ander und setzt unter den ersten den Näherungsbruch — , 

unter den zweiten -r-- Darauf bildet man der Reihe nacb 

die Zähler und Nenner der folgenden Näheruugsbrüehe, indem 
man jeden unvollständigen Quotienten mit dem Zähler, resp. 
Nenner, des unter ihm stehenden Näherungsbruches multipli- 
cirt und zum Produkte den Zähler, resp. Nenner des diesem 
vorangehenden Näherungsbruches addirt. 

Danach haben die oben in § 34 in Kettenbruche ver- 
wandelten Brüche folgende Näheruugsbrüehe: 



2 2 1 



I. 

4 1 



1 





1 



5 

¥ 



7 
3 



33 
14 



40 
17 



113 I 379 

48 ! 161 




1 



0^ 

T 





IL 








3 


3 


3 


7 




1 


3 


10 


33 


241 


7 


22 


73 


241 


1760 















III. 






3 


2 


1 


1 


1 


2 


2 


1 


1 


1 


3 


7 


10 


17 


27 


71 


169 


240 





1 


2 


3 


5 


8 


21 


50 


71 



409 
121 



649 
192 



1707 
505 



IV. 



1 


2 


3 


4 


5 




1 




1 
1 


3 
2 


10 

7 


43 

30 


225 
157 



V. 






2 


1 


2 


3 


1 


6 


1 


• 


1 





1 


1 


3 


10 


13 


88 







1 


2 


3 


8 


27 


35 


237 





Anmerkung. Der erste unvollständige Quotient a kann auch 
Null sein; in diesem Falle darf man aber nicht vergessen, ihn hinzu- 
schreiben und darunter den (zweiten) Näherungsbruch — zu setzen. 
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§ 36. Eigenschaften der Näherungsbrüche. 

Lehrsatz I. Bezeichnet -^ den(n+ 1)*^" Näherungs- 
bruch, so ist 

(- ly (Z, Nn-l - Zn-1 iV„) = + 1 . 

Beweis. Wir betrachten die Differenz zweier auf einan- 
der folgenden Näherungsbrüche -^- und -^ — Es ergiebt sich 

n n — 1 



it n — 1 n — 1 n — i ' n — a ) 



n— 1 



es ist also 

Zn iVn-1 - Zn-l Nn (Z„^i Nn-2 " ^n-2 Nn-l) . " 

Daraus geht hervor, dass die Grosse 

P= (- 1)» {Zn Nn^l - Z„«i Nn) 

für jedes n denselben Werth hat. Da nun 

Z, = a, N, = l, ^0 = 1, ^0 = 0, 
also für w = 1 

p=(-iy.(-i) = + i 

ist, so ist für jeden Werth von n 

(- 1)» (Zn Nn^l - Z„-l JVn) = + 1. 

Aus diesem Satze geht unmittelbar hervor, dass Zähler 
und Nenner eines Näherungsbruches relative Primzahlen sind; 
denn ein etwa vorhandener gemeinschaftlicher Divisor von Zn 
und Nn müsste auch in 1 aufgehen. 

Femer lehrt der Satz, dass die Differenz zweier auf ein- 
ander folgenden Näherungsbrüche ein Bruch ist, welcher zum 
Zähler die Einheit imd zum Nenner das Produkt der Nenner 
der Näherungsbrüche hat; denn es ist 



K N^ 1 K K 1 

n n—L n n— i 



Lehrsatz IL Der Werth einer in einen Kettenbruch 
entwickelten Grösse liegt zwischen zwei aufeinander 
folgenden Näherungsbrüchen und zwar näher dem 
folgenden als dem vorhergehenden. 
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Beweis. 

Ist X"^ a -\ — 



«. + 



SO geht der (w + 1)^ Näherungsbruch 

offenbar in x über, wenn man a„__i durch a«_i -| ersetzt 

^» 

Es ist also 

~ («,-1 + ^) J^«-l + N^, 

^» (««-1 -^«-1 + N^a) + -^«-1 
= ^o ■^'« + -^«-1 

■^« a;. Z,+Z, , Z ^. 1 -ft^» - -^. ^. 1 

n n n • n—i n w— i « i* « — i. 

» » n ' n — 1 n n \ « » ' n — 1/ 

somit nach Lehrsatz I 



und 



X 



Cl) x-^ = 



- (- D' 



JV« K (^n -S^. + -^^^l) 

Ebenso ergiebt sich 



X — 



oder 

(2) _ -^n-l (■" *)" '^n 



X — 



Da a;„ positiv ist, so haben die rechten Seiten der Glei- 
chungen (1) und (2) entgegengesetzte Vorzeichen, also liegt x 



Z^ . Z 



zwischen -^^ — und ^ ; Da ausserdem Xn > 1 und JV„— i < JV^ 



J^^i -^ N. 



ist, so ist die Differenz (2) grösser als die DiflFerenz (1), d. h. 



X liegt näher an -^ als an ^ — 

« »— 1 
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Der erste Näherungsbruch ist — = cx>, der zweite a; 

letzterer ist < x, folglich ist nach dem eben bewiesenen Satze 
der dritte > a?, mithin der vierte wieder < a?, u. s. w. Es 
sind also die Näher ungsbrüche gerader Ordnung säramtlich 
< Xy und da jeder folgende näher an x liegt, als der vorher- 
gehende, so bilden dieselben eine steigende Reihe. Dagegen 
sind die Näherungsbrüche ungerader Ordnung sämmtlich > a?, 
und da jeder folgende näher an x liegt, als der vorhergehende, 
so bilden dieselbe eine fallende Reihe. 

Zusatz I. Die Differenz zwischen einer in einen 
Kettenbruch entwickelten Grösse und dem n^'^ Nähe- 
rungsbruch desselben ist, abgesehen vom Vorzeichen, 

kleiner als ^^- und grösser als -^-—^-^i-^-^- . 

Beweis. Die Gleichung (2) lässt sich auch in folgender 
Weise schreiben: 



X — 



^n 1 / K l\' 



und da Xn zwischen 1 und <x> enthalten ist, so liegt die be- 
trachtete Differenz zwischen 

(-^)" und (-^)~ 



Zuzatz IL Die Differenz zwischen dem Werth eines 
Kettenbruchs und dem n*®^ Näherungsbruch ist kleiner 
als die Einheit, dividirt durch das Quadrat des Nen- 
ners des Näherungsbruchs. 

Beweis. Da a; — —^ < ^ ^^ und Nn-i < Nn ist, 
so ist um so mehr 

Znsatz III, Wenn die in einen Kettenbruch ent- 
wickelte Grösse x irrational ist, so lässt sich immer 
ein Näherungsbruch von der Beschaffenheit bilden, 
dass die Differenz zwischen demselben und x kleiner 
als eine beliebig gegebene Grösse a sei. 
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Beweis. Da a; — ^— < ^~ J^ ist, so wird diese Diffe- 
renz gewiss < a sein, wenn -^^^— < a, also Nl-^i > — y ^' ^' 

Nn-1 > V— ist, und da die Nenner der auf einander fol- 
genden Näherungsbrüche eine Reihe zunehmender Zahlen bil- 
den, so lässt sich immer ein N ermitteln, welches dieser Be- 
dingung genügt. 

Lehrsatz III. Wenn ein irredacibeler Bruch -g zwi- 
schen zwei auf einander folgenden Näheruugsbrüchen 

j^ — und jT- liegt, so ist sein Nenner grösser als der 

n — 1 n 

Nenner jedes der beiden Näherungsbrüche. 

j y z 

Beweis. Da ^ zwischen -^— und -^ liegt, so ist 



n — 1 n 



z z 

je nachdem ^J^ ^ ■— ist. In jedem Falle haben die beiden 

71—1 ^ n 

Differenzen 

Ä Z . Z Z , 

^ n — 1 j n n — 1 

5 ~ ^^1 K ~ NT, 

n— 1 n n— 1 

dasselbe Vorzeichen, und der absolute Werth der letzten Dif- 
ferenz, d. i. -jr-jf — , ist grosser als der absolute Werth der 

IS n— 1 

ersteren. Es ist also, wenn wir den absoluten Werth einer 
Zahl dadurch ausdrücken, dass wir dieselbe in eine eckige 
Klammer [ ] setzen , 

und daraus folgt leicht 

n 

Die linke Seite ist eine ganze Zahl und der Voraussetzung 
nach von Null verschieden; folglich muss B > ^n und um so 
mehr B > Nn-.i sein. 



J 
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§ 37. Symmetrische Kettenbrüche. — Wenn a, a,, 
«2? . . •> ö^n— 1 die unvollständigen Quotienten eines Kettenbruches 
sind; und man 

a = a«— 1 , «j = a«_2 , u. s. w. 

hat; wenn also die von den Enden gleich weit entfernten 
unvollständigen Quotienten einander gleich sind, so nennt man 
den Kettenbruch symmetrisch. Von dieser Art sind z. B. 
die Entwicklungen der Brüche 

450 



199 
28013 



(unvollst. Quotienten: 2, 3, 1, 4, 1, 3, 2), 



5156 



(unvollst. Quotiejiten: 5, 2, 3, 4, 4, 3, 2, 5). 



Lehrsatz I. Wenn ein rationaler Bruch ^, der 

grösser als die Einheit ist, einen symmetrischen 
Kettenbruch liefert, so ist entweder ^^ + 1 oder 
N^ — \ durch Z theilbar. 

Beweiß. Wir nehmen an, es sei 

= a -| -7- 1 



(1) "^ '•' + ^-. ^ 1 

* + 



^n — 1 



z 



Wird der vorletzte Näherungsbruch (der letzte ist -^ selbst) 



^»-1 



mit -j^ — bezeichnet, so ist nach dem Früheren 

Z ^, 

Z == a„_i Z„—i + Zn—2 ; also -^ — = dn-i -f- -^ 



n— 2 



'n—l "n— 1 



Zn—l = On—2 Zn—2 + Zn—Z , alsO -^i = an—2 + ^r 

-^»1—2 ^n—2 



Z^ = a2Z2 + Z^, also ^ = a^ + y^ 
Z^ = a^Zy + Zqj also ;^ = «i + ^ 

^ = _L 

Daraus geht hervor, dass der Kettenbruch 
(2) ''-^ + ". + l_l 
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welcher dieselben unvollständigen Quotienten wie (1), aber in 
umgekehrter Reihenfolge enthält, die Entwicklung von -^ — ist. 

Wenn nun (1) ein symmetrischer Kettenbruch ist, so ist er 
mit (2) identisch; in diesem Falle hat man also 

Z^ Z 

oder 

d. h. der Nenner des Bruchs ist gleich dem Zähler des vor- 
letzten Näherungsbruchs. Wird dieser Werth von Z«_i in die 
Formel 

eingesetzt, so geht dieselbe über in 

Zi^„.i-J!V« = (-l)», 
und hieraus folgt, dass 

also eine ganze Zahl ist. 

Lehrsatz IL (ümkehrung). Wenn jN^+1 durch Z 

theilbar ist, so wird der Kettenbruch, den die Ent- 

Z , 

Wicklung von -^ liefert, symmetrisch sein. 

Beweis» Man kann bei der Entwicklung eines rationalen 
Bruchs in einen Kettenbruch es stets so einrichten, dass die 
Anzahl der unvollständigen Quotienten nach Belieben gerade 
oder ungerade sei; denn wenn a„_i der letzte unvollständige 

Quotient, also > 1 ist, so kann man dafür immer (a««.i — 1) + -j 

schreiben, wodurch die Anzahl w der unvollständigen Quo- 
tienten um eine Einheit vergrössert wird. 

Dies vorausgesetzt, entwickeln wir -^ so in einen Ketten- 
bruch, dass die Anzahl n der unvollständigen Quotienten ge- 
rade oder ungerade sei, je nachdem ^^ + 1 oder IP — \ 

durch Z theilbar sein soll. Es ist dann — ^^-^ — =» i? eine 

ganze Zahl, also 

(1) RZ- N^ = (— 1)» . 
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^«-1 



Da nun -^ — der vorletzte Näherungsbruch ist, so haben wir 

w— 1 

ausserdem 

(2) ZNn-^l-Zn^lN =(-!)% 

und aus diesen beiden Gleichungen folgt 

Die rechte Seite dieser Gleichung muss also durch Z th eilbar 
sein. Nun ist Z prim zu j^*, Z muss demnach in N — Zn^i 
aufgehen, und da diese Differenz < Z ist, so muss sie Null, d. h. 

sein. Dann ist aber der Kettenbruch, den die Entwicklung 

von -^ liefert, identisch mit demjenigen, welchen man durch 

Z 

Entwicklung von -y — erhält, d. h. er ist symmetrisch. 

Lehrsatz IIL Wenn eine ganze Zahl P ohne Rest 
in die Summe zweier Quadrate aufgeht, welche prim 
zu einander sind, so ist sie selbst die Summe zweier 
Quadrate. 

Beweis. Es seien B und S relative Primzahlen, und es 

möge P in i2^ + S^ aufgehen. Wird dann -0- in einen Ketten- 

bruch entwickelt und der vorletzte Näherungsbruch mit — be- 
zeichnet, so ist 

Rs--8r = ±l. 

Da nun die Zahl P in 12^ + S^ aufgeht, so geht dieselbe 
auch in (jja ^ 52) (^2 ^ ^2) _ (jjy + Ssf + (Es ~ 8ry 

= {Rr + Ssy + 1 , 

also auch für jeden Werth der ganzen Zahl Je in 

{Br + Äs — JcPy + 1 
auf. 

lieber die unbestimmte Grösse h kann man so verfügen, 

dass die Zahl 

Q = Br + Ss-hP<P 

werde. Wir können also unter der gemachten Voraussetzung 

eine ganze Zahl Q < P so bestimmen, dass 

g' + i 
P 
eine ganze Zahl ist. 
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Wenn wir also -.<: in einen Kettenbruch entwickeln und 

es dabei so einrichten, dass die Anzahl der unvollständigeii 
Quotienten gerade sei, so wird dieser Kettenbruch symmetrisch 
werden, und die Reihe der unvollständigen Quotienten wird 
sich folgendermassen schreiben lassen: 

Der aus der ersten Hälfte dieser Zahlen gebildete Kettenbruch 
ist ^r^, der aus der letzten Hälfte gebildete der vollständige 

m 

Quotient Xm> Da dieser letztere aber dieselben unvollständigen 
Quotienten wie der erste, nur in umgekehrter Reihenfolge ent- 

hält, so ist er gleich -^ — , und durch Einsetzung dieses Werthes 

für Xm in die Gleichung 

P = 5^» ^m + -^ ;n-i 

erhält man 

•>- m ' m — 1 



V mm' m—l m — i 

Die rechte Seite dieser Formel ist ebenso wie die linke ein 
irreducibeler Bruch. Es ist nämlich 

Zm {ZmNm + Zm—lNm^l) — Nm {ßm + Z^—l) 

= Zm-1 {Zm A'm-1 - Zm-^iNm) = (~ l)'" Z.n-r 

Eine Zahl, welche in den Zähler und Nenner der rechten Seite 
der obigen Formel aufginge, müsste also auch in Z^—x und 
somit auch in Zm aufgehen, während diese Zahlen prim zu 
einander sind. Es ist daher 

P = Zm 4" Zm—\ , 

und das sollte bewiesen werden. 

Die letzte Formel lehrt nicht bloss, dass P in zwei Qua- 
drate zerfällt werden kann, sondern bestimmt auch die Grosse 
dieser Quadrate', wie aus den folgenden Beispielen ersichtlich 
sein wird. 

Beispiele. I. Die Zahl 97 geht ohne Rest in 22^ + 1 
auf; sie geht also für jeden Werth von h in (22 — 97 Ä)^ + 1 
auf; am einfachsten ist es, Ä; = zu nehmen. Nun ist 
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97_ , , J 

22 "~ "r 2 + 



2 + T 



und da die BerecIiDung der drei ersten Näherungsbrüche 



4 


2 




1 


4 


9 





1 


2 



ergiebt, so ist 97 = 9^ + 4^ 

IL " 757 geht ohne Rest in 87^ + 1 auf. Unvollständige 

757 



Quotienten des Bruchs 



Näherungsbrüche: 



87 • 



8 


1 


2 




1 


8 


9 


26 





1 


1 


3 



Zerlegung: 757 = 26« + 9« . 

in. 433 geht ohne Rest in 179* + 1 auf. 

433 

dige Quotienten des Bruchs — : 



Unvollstän- 



Näherungsbr üche : 



/J p Uj £t y X* Xa ^* Uy tJ • 



2 


2 


2 


1 




1 




2 
1 


5 
2 


12 
5 


17 

7 



Zerlegung: 433 = 17« + 12«. 

IV. 977 geht ohne Rest in 252« + 1 auf. Ünvollstän- 

977 

dige Quotienten des Bruchs ^: 

3,1,7,7,1,3. 
Näherungsbrüche : 



3 


1 


7 




1 


3 


4 


31. 





1 


1 


8 



Zerlegung: 977 = 3P + 41 

§ 38. Anwendung der Kettenbrüche zur Auf- 

Wertheim, Zahlentheorie. 6 
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lösung der Congruenz ersten Grades mit einer Un- 
bekannten. — Um die Congruenz 

axnib (mod. m) , 

d. i. die unbestimmte Gleichung 

ax — my ■» b 

aufzulösen, entwickeln wir — in einen Eettenbruch und be- 

rechnen die Naherungsbrüche desselben. Der letzte dieser 

Näherungsbrüche ist — , der vorletzte werde mit — bezeichnet; 

dann ist nach dem Früheren 

afi — am s= -j- 1. 

Dies vorausgesetzt, berechnen wir x und y mittels der ge- 
gebenen Gleichung 

ax — my = b 

und der Hülfsgieichung 

ax — iiy '^h, 

in welcher k eine unbestimmte ganze Zahl bezeichnet. Es 
ergiebt sich 



X = 



lib — mk iih — mk 



an — am 



± 1 



ab — ak «6 — ak 

^ aft — aj» ± 1 ' 

und somit ist die vorgelegte Gleichung in ganzen Zahlen auf- 
gelöst. 

Beispiele. I. 157 a; = 72 (mod. 179). 

T=7: liefert, in ßinen Kettenbruch entwickelt, die unvoll- 

ständigen Quotienten 

0, 1, 7, 7, 3. 
Näherungsbrüche: 






1 


7 


7 


3 




1 





1 


7 


60 


157 





1 


1 


8 


57 


179 


Es sind also die Gleichungen 




157a; 179y — 72 






50 


X — 


57y« 


= Ä; 
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aufzulösen; es ergiebt sich (auf y kommt es hier nicht an) 

a;=±=-4104+ 179Ä; 

die Congruenz hat also die Wurzel 

x=- 4104 = 13 (mod. 179) . 

IL 281a; = 400 (mod. 859). 

Unvollständige Quotienten der Kettenbruch-Entwicklung 



von 



281 ^ 
859* 



Näherungsbrache: 



0, 3, 17, 1, 1, 3, 2. 



Gleichungen: 



Resultat: 



d. i. 






3 


17 


1 


1 


3 


2 




1 





1 


17 


18 


35 


123 


281 





1 


3 


52 


55 


107 


376 


859 



281äj — 859y = 400 
123ic — 376y = Ä. 

x = — 150400 + 859Ä, 
X = 784 (mod. 859) . 



Anmerkung. Wir haben im Vorstehenden die Lagrange*8che 
Methode in der von C. Reuschle jun. (Zeitschrift für Mathe m. u. Physik, 
1874, p. 272) vereinfachten Form gegeben. 

§ 39. Irrationale Grössen, deren Entwicklungen 
in Eettenbrüche zu einem und demselben vollstän- 
digen Quotienten führen. 

Lehrsatz I. Wenn die Kettenbrüche, in welche 
sich zwei irrationale Grössen x, x' entwickeln lassen, 
einen vollständigen Quotienten y gemeinsam haben, 
so besteht zwischen beiden eine Gleichung 

~ yx + d' 
WO CK, ß^ y, d ganze Zahlen sind, die der Bedingung 

ad -- ßy = + l 
genügen. 

Beweis. Wir denken uns x und x in Kettenbrüche ent- 
wickelt; die Näherungsbrüche, welche in beiden dem voUstän- 

digen Quotienten y entsprechen, seien beziehungsweise -^ ; j^r , 

k m 

6* 
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^k^i ^m--i 



die vorhergehenden beziehungsweise ^ — , j^ — , so ist be 



kannÜich 


(1) 




(2) 


• 


Aus 


(1) folgt 


aus 


(2) ebenso 



X 



also ist 



'■N'my+JV'm-i 
Ä^»«' - ZL 

m m 



y = 



y = 



^;;^i - J^;_ia;' 2t_x - ^*_i« 



^;a'' - ■^; Nt'= - z. 



und diese Gleichung liefert, gehörig entwickelt^ 

oder 

•^ ~ yx+d' 
WO 

a = Z'„,Nk^x — Zm^iNk, 

ß = ZkZm-l — Zk—iZmy 

y = Nk-iNm — NkN^-i, 

und, wie die wirkliche Ausrechnung ergiebt, 

ad _ ^y = (ZkNj^i — Z,_i JV*) (Z;K-i - Zm^lK.) 
= (_ 1)*+"» 
isi 

Lehrsatz II. (Ümkehrung). Wenn zwischen zwei irra- 
tionalen Grössen ^, a;' die Gleichung 

, a aj + p 

(1). ' ^ ~ W+~^ 

besteht, wo a, /J, y, d ganze Zahlen sind, die der Be- 
dingung 

aö — ^y = i 1 
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genügen, so haben die Eettenforüche, in welche sich 
X und X entwickeln lassen, einen vollständigen Quo- 
tienten y gemeinschaftlich. 

Beweis. Wir entwickeln x in einen Kettenbruch und 

nennen einen beliebig weit entfernten unvollständigen Quo- 

Z, 

tienten y\ demselben entspreche der Näherungsbruch ^r^, 

welchem -^ — vorangehen möge. Dann ist 



also 






^ (yiJ, + 8N^)y + (y ^,_, + dJV,_,) 

oder kürzer 

Ay + B 

(2) ^ = C^> 

wo, wie sich leicht ergiebt^ 

(3) AD - BG= («d - ^y) (Z.Nt-i - Zt-xN,) = + 1 
ist. Nun ist 



«^*_i + §N,_, N^, Z^, 






der erste Factor der rechten Seite ist positiv und > 1; der 

k k 1 

zweite kann, da man -^ und -^^ — einander beliebig nähern 

kann, der Einheit so nahe gebracht werden, als man will; 
folglich ist die linke Seite positiv und grösser 1, d. h. ul > B. 
Ebenso lässt sich zeigen, dass C> D ist. 

A 
Entwickelt man jetzt den rationalen Bruch -^ in einen 

Kettenbruch und bezeichnet den vorletzten Näherungsbruch 

desselben mit -^, so ist 

(4) AD' -CB' :=±1, 

und es lässt sich, wie wir früher gesehen haben, stets so ein- 
richten, dass in (4) das Zeichen + dasselbe sei wie in (3). 
Dann folgt aus diesen beiden Gleichungen 
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Weil aber Ä prim zu C und > B, also um so mehr > £' ist, 
so kann diese Gleichung nur bestehen, wenn B = S\ also 
D =s B' ist; und dann zeigt die Gleichung (2), dass y ein un- 
vollständiger Quotient auch von x' ist. 

§ 40, Verwandlung der irrationalen Wurzeln von 
Gleichungen zweiten Grades in Eettenbrüche. — Um 
die nachstehende allgemeine Darstellung verständlicher zu 
macheu, wollen wir mit einem Beispiele beginnen. 

Die Gleichung 

3a^ — 14a; + 10 = 

hat die Wurzeln x = — , von denen wir zunächst - 

ins Auge fassen wollen. Die Wurzel der grössten Quadrat- 
zahl unter 19 ist 4, die grösste ganze Zahl, welche nicht 

grösser als — ist, folglich 3; wir setzen demgemäss 

3 "^"1 3 "^"1 3 "^"T"^' 

und es ist 

^ ^ 3^_ ^ 3 (Yl9 + 2) ^ 1/19 + 2 

^ )/l9 — 2 19 — 4 6 

Da weiter 1 die grösste ganze Zahl ist^ die nicht grösser als 
Xi ist, so setzen wir 

Ebenso ergiebt sich 



x^ — 



6__ ^ 5 (]/i9 + 3) _ )/l9 4- 3 _ Q , V^ + 3 — 6 

)/l9 — 3"" 19 — 9 2 ~ 2 



= 3 + ^-^=3 + 1; 
' 2 ^3 



2 

Xq 



■^ 



yi9 — 3 19 — 9 



2(]/l9 + 3) ^ ]/l9 + 3 ^ ^ I 1/19-2 _^ ■ 1 



a; ^ 5 _ 6(>/T9 + 2) ^ vT9 + 2 ^ o . V^-^ ^2 I ^- 
* 1/19-2 19 — 4 3 3 «5' 



J 
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a?g — 



19 — 16 1 

VI9 + 4 yi9 + 4 



]/l9 — 4 19—16 



= 2 + 



yiö— 2 



— ^ — ist aber wieder die Zahl, die wir oben mit — be- 
3 ' a?j 

zeichnet haben; daher wiederholen sieh von hier an die 

früheren Quotienten^ sowohl die vollständigen^ als auch die 

unvollständigen. Die Reihe der letzteren ist, wenn die sich 

wiederholenden in eine Klammer eingeschlossen werden, 

3, (1, 3, 1, 2, 8, 2), (1, 3, ...), ... 

Näherungsbrüche : 



3 


1 


3 


1 


2 


8 


2 


1 


• ■ • 


1 



3 
Y 


4 

1 


15 
4 


19 
'5 


53 

14 


443 

117 


939 
248 


1382 
366 



= 3, 786301 , 

was noch in der fünften Decimalstelle richtig ist. 

Für die zweite Wurzel erhalten wir auf dieselbe Weise: 

7 — yi9 1 



X, 



_ 3(7 + V l9_ 7 + Vi9 _ 1 , V^-8 _ J^ 

•^1 ~ 49 - 19 "" 10 — ^ "T 10 "'■ a; ' 



X2 — - 



49 — 19 10 

io(V^ + 3) ^ yi9 4-3 

19 — 9 1 



= 7+>^ = 7+* 



OSa 



Xu 



Xa 



a?, 



^ -1/19 + 4 ^ 1/19 + 4^0 I V^-2 ^g , ^ 
19 — 16 3 "'"3 "■ ir^ ' 

^ 3(>/i9 + 2) ^ 1/19 + 2^ . , yj^-3 ^1 ,± 
19 — 4 5 » 6 "*iC6' 

_ 5 (V^ + 3 ) V^ + 3 ^ o , T/i9- 3 ^ Q , i 
~ 19 — 9 "^ 2 ^ "*" 2 "*" x« ' 



a?. 



5 19 — 9 2 

2(v'i9 + 3) Yi9 + S 



6 



19 — 9 



o 



= 1 + 



yi9 — 2 



l+:r, 



x. 



6(}/i9 + 2) _ yi9 + 2 _ 9 , yi9-4 _ o , 1 
'^■' 19-4 " 8 "^ "T 3 "^ ^' 

3(1/19 + 4) yi9 + 4 o , Vl9-i „1 



Die Reihe der unvollständigen Quotienten ist also 
0, 1, 7,(2, 1,3, 1,2, 8), (2, ...),..., 
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WO wieder die sich wiederholenden Quotienten in eine Klammer 
gesetzt sind. 

Es sei jetzt allgemein 

A:^ + 2Bx + C = 

eine Gleichung zweiten Grades mit ganzen Coefficienten und 
JB* — AG^^D positiv und keine Qnadratzahl, so dass die 
Wurzeln der Gleichung, nämlich 

x^ 3 

oder, wenn für YD^ der positive Werth genommen wird, 

q: B + y 1> 

irrational sind. Wir stellen uns die Aufgabe, eine der Wurzeln, 

etwa — — r-'-T^ — in einen Eettenbruch zu entwickeln. Dabei 

setzen wir voraus, dass die Wurzel einen positiven Werth 
habe; sollte dies nicht der Fall sein, so würden wir — x 
statt X in einen Eettenbruch entwickeln und vor die Ent- 
wicklung das Zeichen — setzen. 

Bezeichnet nun r die Wurzel der grössten unter d 
liegenden Quadratzahl, so lässt sich die grösste ganze Zahl a 
bestimmen, die < x ist (dieselbe kann auch Null sein). Wir 
setzen dann 

, — JB + VD — aA , 1 

^ = « + — ^ = « + 5r' 

wo also 

A 



1 — (B + a-4) + ys" 

positiv und > 1 ist. um den Nenner dieses Ausdrucks ratio- 
nal zu machen, multipliciren wir Zähler und Nenner mit 

+ (J5 + a^) + ^/B und erhalten 



rPt = 



'A 2) — (B + aAf 

oder, dsL D=^B^— AG ist, 

(B + aÄ) + YD B^+YD 



X. = 



— (7— 2a-B — oM A^ ' 

und diese Grösse x^ ist, wie wir gesehen haben, positiv und 
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grösser als 1. Somit ist die grosste in ihr enthaltene ganze 
Zahl, die wir a^ nennen wollen, von Null verschieden, und 
wenn wir mit x^ genau so verfahren, wie wir mit x ver- 
fuhren, so erhalten wir 

^1 == «1 + ;^ ; 
darin ist X2 eine positive Zahl > 1, welche die Form 

hat, und B^r A^ sind, ebenso wie B^, Ä^y ganze Zahlen. So 
fortfahrend erhalten wir für x die Entwicklung 

1 



x = a •\' 



«1 + 

1 



«it-l +-Z-} 



^k 



wo Xk = 1 ist, in welchem Ausdruck Bk und Au ganze 

Zahlen sein werden. 

Lehrsatz. Die Zahlen Bk und Aky zu welchen die 
vorstehende Entwicklung führt, sind positiv für alle 
über eine gewisse Grenze hinausliegenden Werthe 
von Ä. 

Zu 

Beweis. Nach § 36 ist, wenn ^ den (h + l)^"" und 

■^k 
^k-1 

j^ — den diesem vorhergehenden Näherungsbruch bezeichnet, 

_ ^k^k + ^t-i 

'^-N.x. + N^,^ 

also 



— 5+l/Z> 



B. + YD^ 



*— i 



Durch Wegschafiung der Nenner erhält man hieraus leicht 

+ DNt + VD [BtNt + AtN^i - {BNt + AZ^)] = 0. 
Diese Gleichung kann nur bestehen ; wenn sowohl der 
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rationale, als aach der irrationale Theil Null ist; wir er- 
halten somit die beiden Gleichungen 

(1) - BkiBNt + AZt)- Jk {BNt-i + A Z^^ 2?iVi, 

(2) 5* JV* + 4* J^i_i - B JVi + AZ^ , 

durch deren Auflosung sich mit Bücksicht auf die bekannte 

Formel 

Z,Nt-i — Z^iNi = (- 1)* 
leicht \ 

(3) A, = ^=^ [{AZ, + BN,y - DN,'\ , 

(4) B, = (- l)H-i [AZiZi^r + B (Z,JV*_i + Z*-iJVt) 

+ GN, N^ti 
ergiebt. 

Nun folgt aus (3) 

Ai = ^=^ (AZ, + BNt + JVt V'5) (.IZ* -\.BN,-NtVD), 
oder durch Absonderung von Ni? 

(- D* JV,2 



A= j_ 



(- ir -zv^fc' 



Der Faptor 



^k ^ ^k 



— X 



ist positiv oder negativ ^ je nachdem h gerade oder ungerade 
ist^ folglich ist das Produkt 

stets positiv. Was weiter den in den eckigen Klammern ent- 
haltenen Factor betrifft, so nähert sich derselbe, wenn man 

h wachsen lässt, der positiven Grenze 2 V^, da für wach- 
sende Ic die Differenz -^ — x immer kleiner wird. Es wird 
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also von einer gewissen Grenze an die Zahl A^ ein Produkt 
positiver Factoren, mithin selbst positiv sein. 

Dass auch Bk positiv ist, sobald k eine gewisse Grenze 
erreicht hat, folgt aus der Gleichung (2), die wir auch in 
der Form 

-^—^ = Ä^ + B-^Bt 
^k ^k 

schreiben können. Dividirt man nämlich die linke Seite 

durch ÄkXk, die rechte durch die gleiche Zahl Bk'{-YD, 
so folgt 



^k^k ^* + ys ' 

und die linke Seite dieser Formel ist offenbar < 1. Was die 
rechte Seite betrifft, so ist 

^B + yp 

also 

Ax + B=^YD] 

^k 

wenn wir demnach x durch -^ ersetzen^ so werden wir der 

•"k 

positiven Zahl YD um so näher kommen, je mehr wir k 
wachsen lassen.. 

Die rechte Seite unserer Formel nähert sich also bei 

V^ — ^k 
wachsendem k der Grenze -7= , und da dieser Ausdruck 

Vd + b,' 

< 1 sein soll, so muss Bk eine positive Zahl sein. 

§ 41« Periodische Eettenbrüche. Ein unendlicher 
Eettenbruch heisst periodisch, wenn die Reihe der vollstän- 
digen oder unvollständigen Quotienten von einer bestimmten 
Stelle an in unveränderter Folge wiederkehrt. Die sich in 
dieser Weise wiederholenden Quotienten bilden die Periode 
der vollständigen oder unvollständigen Quotienten; die Periode 
kann ein- oder mehrgliedrig sein. Wenn die Periode gleich 
mit dem ersten Quotienten beginnt, so heisst der Eettenbruch 
rein periodisch; wenn ein oder mehrere Glieder der Periode 
vorangehen, so wird der Eettenbruch unrein periodisch genannt 



92 Viertes Kapitel. 

Lehrsatz I. Der Kettenbruch; in welchen sich eine 
irrationale Wurzel einer Gleichung zweiten Grades 
mit ganzen Coefficienten entwickeln lässt, ist perio- 
disch. 

Beweis. Es sei wieder 

die eine irrationale Wurzel der Gleichung 

und man habe auf die dargelegte Weise 

, 1 

B, +VD ,1 



K-i + VD 1 

^*-i = — 3 = ttk-i + — , 



gefunden, wo -^.j, -^g, . . ., B^, B^^ , . . ganze und für alle über 
eine gewisse Grenze hinausliegenden Werthe von Je positive 
Zahlen sind. Auf solche Werthe von k sollen sich die nach- 
stehenden Entwicklungen beziehen. 
Es ist 

^k-i + V^ , 1 

^k—l ^k 

also Xk= *"^ 



yn + a,_, A,_, ~ B,_^, 
'k—i 

B. + Vn 



Dieser Ausdruck soll = " ' — sein; man hat daher 



k 

(1) Bk = ük^i Ak^i — Bk-i , 

(2) ^, = ^ [D - (a;^, ^^, _ 5,_,)2] . 

Wenn man aus jeder dieser Gleichungen 
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berechnet und die erhaltenen Werthe einander gleich setzt, 
so ergiebt sich 

(3) Bi=D^Ak-.iA,, 

und daraus folgt zunächst, dass 

Bk<VD 

ist; dann geht mber aus (1) hervor, wenn darin Je statt Je. — 1 
geschrieben wird, dass 

Ak<2yD, ak<2yD 

ist. Die positiven ganzen Zahlen ajt, Ak, Bk sind somit in 
Grenzen eingeschlossen, und daher muss nach höchstens 

2YD.yD = 2D 

Operationen ein vollständiger Quotient auftreten, der mit einem 
vorausgegangenen identisch ist. 

Lehrsatz IL (Umkehrung). Jede Grosse, die sich in 
einen periodischen Kettenbruch entwickeln lässt, ist 
Wurzel einer Gleichung zweiten Grades mit ganzen 
Coefficienten. 

Beweis. Der Eettenbruch sei zunächst rein periodisch, 
und die Periode seiner unvollständigen Quotienten bestehe aus 
den Je Gliedern a, a^, Og? • • •? ^*— i; s^ ^^ss wieder 

ist. Dann ist 

Xk = Xy 

und die Formel 

^k^k + ^i^x 

geht, wenn Xk durch x ersetzt wird, über in 

"^-N.x + N^.^ 

woraus sich die Gleichung zweiten Grades 

N,x' + (iV,^i - Zj;)x — Z,^t = 
ergiebt. 

Zweitens sei der Kettenbruch unrein periodisch, und 
zwar mögen der wieder aus Je Gliedern bestehenden Periode 
noch die m unvollständigen Quotienten a, a^y a^y . . •, Om— i 
vorangehen. Dann ist XmJ^ = Xm . 
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Nun hat man 



X 



folglich 



und 



folglich 
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^m m <^ m — 1 
wi m • TU— 1 



Xm "~~ 



Z„ — N„x 



X = 






a?m+* 



_^__ _' ' • 



'^m+t "~ ^m-\-k^ 



somit ist 



'm — 1 m — 1 

Z^ — 2r iC 






und auch diese Gleichung wird durch Fortschaffung der Nen- 
ner eine quadratische Gleichung mit ganzen Coefficienten. 

Lehrsatz III. Entwickelt man die irrationalen Wur- 
zeln einer Gleichung zweiten Grades in Eettenbrüche; 
so ist die Periode der unvollständigen Quotienten des 
einen die ümkehrung der Periode des andern. 

Beweis. Wir setzen die Wurzel Xj die wir in einen Ket- 
tenbruch entwickeln, als positiv und > 1 voraus, was zulässig 
ist, da wir, wenn x negativ ist, es durch - a?, und wenn 

X <\ ist, es durch H ersetzen können, so dass das neue 

' — X ' 

X den gestellten Anforderungen genügt. Es ist dann 

^k^k + ^k—i 



X = 



also 



Xk = 



N,x,+N^,^ 



N^_^x-Zj^^ 
Z, - N,x 



Wenn nun der Kettenbruch zunächst rein periodisch ist, so 
ist, falls die Periode aus h Gliedern besteht, x^= Xkj und wir 
erhalten wieder die Gleichung, deren eine Wurzel x ist, wenn 
wir in einer der beiden vorstehenden Formeln x^ durch x er- 
setzen; diese Gleichung ist also 



X = 



Z^ - N^x 
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Die zweite Wurzel dieser Gleichung ist negativ; wird die- 
selbe mit — —7 bezeichnet, so ist 

1 ~~^' ^*-» 



woraus leicht 



X = 



folgt. Hieraus geht zunächst hervor , dass in der Reihe der 
unvollständigen Quotienten der Entwicklung von x 

h, 6i, ftg, ... 6*— 1, . . . 
das (Ä + 1)*^ Glied 6* = 6 sein wird, u. s. w. Nun sahen 

wir oben in § 37, dass, wenn ein Bruch ^ die unvollstän- 

digen Quotienten a, a^, c^^ ..., a;t— i liefert, der Bruch 

-^ — die unvollständigen Quotienten a*^i, aj^-s? . . ., «i, et 

liefern wird. Folglich ist der Kettenbruch, welchen x liefert, 
gleichfalls periodisch, seine Periode besteht aus Je Gliedern 
und ist die Umkehrung* der Periode von x. Der (Je — 1)*® 

. . ^k 
Näherungsbruch von x ist j;^ — • 

Zweitens nehmen wir an, der Kettenbruch, welchen die 
positive Warzel x liefert, sei unrein periodisch, und zwar be- 
ginne die Periode, die aus Je Gliedern bestehen möge, mit 
dem (m + 1)*®° Quotienten^, dann ist 

Z X A- Z 
mm *^ m — 1 

^m^m +-^m— 1 

Nun wird Xm sich in einen rein periodischen Kettenbruch ent- 
wickeln lassen, also Wurzel einer quadratischen Gleichung 

sein, und wenn die zweite (negative) Wurzel dieser 

m 

Gleichung bezeichnet, so wird auch Xm einen rein periodischen 
Kettenbruch liefern, dessen Periode die Umkehrung der Periode 
von Xm ist. Wir erhalten also die zweite Wurzel x' der vor- 
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gelegten Gleichung , wenn wir in der vorhergehenden Formel 
durch ~T- ersetzen , d. h. es ist 






X 



Z .x' — Z 

»1—1 in tn 

in— 1 m m 



Die EettenbrüchC; die sich für x' und Xm ergeben^ haben, da 

Zm N„^i - N„,Z„^x = (- l)*» 
ist^ einen vollständigen Quotienten gemeinsam. Dieser möge 
den unvollständigen Quotienten az liefern; dann ist ax, weil 
der Entwicklung von Xm angehorig, auch ein unvoUständiger 
Quotient von Xm und somit auch von x, und zwar muss 
A ^ Ä — 1 sein. Ist nun 

die Periode von x^ also 

die von Xm, so dürfen wir auch, da wir die Periode eines 
Bruches mit jedem Quotienten der Periode beginnen können, 

als Periode von a; und 

als Periode von x annehmen. Die Periode von x kann also 
als die ümkehrung der Periode von x angesehen werden. 
So fanden wir oben für die Wurzel 

7 + 1/19 

der Gleichung 

^x^ — 14:r + 10 = 

die unvollständigen Quotienten 

3; \\} 3; Ij 2, 8, 2), ..., 
und für die zweite Wurzel 

7 — }/i9 
^ T- 

0, 1, 7, (2, 1,3, 1, 2,8), ...; 
damit die Periode der letzteren die ümkehrung der Periode 
von X sei, müssen wir sie mit dem 8*®*^ Quotienten begin- 
nen, also 

0, 1, 7, 2, 1, 3, 1,(2, 8, 2, 1, 3, 1), . . . 
schreiben. 
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Aufgaben. I. Die Wurzeln der Gleichung 

3x^ —10x — 28 = 
in Kettenbrüche zu entwickeln. 



1. Wurzel. X = '-±p^ 



^i 



X 



10 + 1/109 _ g , - 8 + l/iÖ9 _ 6-I- — 



^3 =_1±1^= 4 + =-^-+!^= 4 + A 



a'4 



a;^ = 



9 + V i09 _ 9 , -5+yiÖ9 o I 1 
7 — ^ i ^ = 2 + — - 



«5 



_ 5 + >/l09 _ 1 , -. 7 + yiÖ9 1,1 



i*'^ 



_ J_+ 1/109 _ o 4_ - 8 + V ^109 „ , 1 



3- - 8 + V^109 o I - 10 + yi09 9 , 1 



9 ' X, 

1 X 



10 



^10 — 



8 + yi09 Q , - 7 + 1/109 0,1 

_ 7 + 1/109 - 5 + l/i^9 1 

a^ii — ,« — 1 H j^ = 1 + — 



12 



_ 6 + ]/i09 _ o , - 9 + yiÖ9 






rc — A+M^_ 4 . - 7 + V1Ö9 1 

•* **'14 



_ 7 +1/109 _ 1,-8 -l-j/109 1 

_ 8 + 1/1Ö9 _ _ 10 + l/iÖ9 1 

rr,5 3-"— '^"1 5 = ^ + ^ 

"Wertheira, Zahlentheorie. 7 



1 
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2. Wurzel. Absoluter Werth x — ^\ ^*®* • 


X = 


— 6+yi09 
3 


1 + - 


8 + yi09 
3 


• + .T 


«, — 


8 + 1/109 _ 
16 


1 + - 


7 + yi09 
15 


'+? 


Xi — 


7 + yi09 

4 


4 + - 


9 + yi09 
4 


^+1 


x; = 


9 + )/l09 

7 


2 + - 


6 + yi09 

7 


2 + .'' 

^4 


«; = 


6 + l/l09 
12 


1+- 


7 + yiÖ9 
12 


1+ V 


«b' = 


7 + 1/109 _ 
5 


3 + ~ 


8 + yio9 

6 


^■^h 


«6 = 


8 + 1/109 
9 


2 + - 


10 + yio9 

9 


^H' 


a^' = 


10 + yi09 

1 


20 + "" 


10 + yio9 

1 


2» + v 


a?g - 


10 + yio9 

9 


2+~ 


8 + yi09 _ 
9 


^+^- 


^9 


8 + Vl09 
6 


3 + - 


7 + yi09 
5 


=> + 4. 




7 + 1/109 
12 


1+=^ 


5 + yi09 
12 




<. = 


6 + l/iÖ9 __ 
7 


2 + - 


9 + yi09 _ 

7 


^1 2 


^12 ^^ 


9 + yi09 
4 


4 + - 


7 + yi09 

4 


^13 


^13 


7 + 1/109 
16 


1+- 


8 + yi09 
15 


>+.' 

U.,4 


^14 - 


8 + l/lÖ9 
3 


6 + - 


10 + yio9 

3 


6+ ', 


<5 = 


10 + 1/109 
3 


6 + - 


8 + yi09 
3 


^1 


IL Welche Gleichung 

Kettenbruch o • i 

^+ 7 

zur Wurzel? 


; hat den unendlicher 

• 


i periodischefl 
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Es ist 

a; — 3 = 



7 + 



4 + (äj - 3) ' 

und daraus folgt leicht 

Ix^ — 14a; = 25. 

§ 43. Entwicklung einer irrationalen Quadrat- 
wurzel in einen Kettenbruch. — Von besonderem Inter- 
esse ist es, die Grösse YÄ in einen Kettenbruch zu ent- 
wickeln. Auch hier wollen wir zunächst an einem Beispiel 
den Gang der Rechnung zeigen. Es ist 

>/69 = 8+ ~^ + ^ = 8+^ 
.. = L+_>^= 3 + 3^±>^= 3 + 1 
., = I±>^= 3+^±±>^= 3 + ^ 
.3 = ^J^= 1 + :.1±J^= 1 + 1 

6+V^_ -6 + V69 _ . J_ 

'^*"~ 3 — *T^ 3 ~ ^^x, 

^ _l+i^_ 1 I -6 + >/69 _ £ 

M_^^_ 3 -7 + ^69 ^ 3 A 
® 4 '4 ' ajy 

^^Vgg^ 3 + -^ + ^ = 3 + 1 

^3^ « + ^ = 16 + -« + >^ ==16+l. 

Der erste unvollständige Quotient, den wir erhalten, ist 

also die in yA enthaltene grösste ganze Zahl a. Wir setzen 
dann 

|/l=a + IL5iJ^==« + l, 

WO X* = 7= ist. Den Nenner dieses Bruches machen 

^ —a + YA _ 

wir durch Erweiterung mit a + Yä rational und erhalten 

_a + YÄ 

^1 1 7 



100 Viertes Kapitel. 

vfo h = A — a^y also eine ganze Zahl ist. Mit x^ verfahren 
wir dann genau in der oben in § 40 dargelegten Weise. 

Der Kettenbruch, zu dem wir gelangen, hat nun fol- 
gende Eigenschaften: 

1. Derselbe ist periodisch, da Y^ eine Wurzel der 
Gleichung a;^ — ul = ist. 

2. Derselbe kann nicht rein periodisch sein; denn ein 
solcher Kettenbruch führt zu der Gleichung 

N,a? + (JV,«x - Z,)x - Zu-i = 

(vgl. § 41, Lehrsatz 11), und damit diese rein quadratisch 
werde, muss Nk-^\ — Z* = sein. Dann geht aber die be- 
kannte Formel 

Z,iV,_i-iV,Z*-x = (-l)* 



über in 
und liefert 



Z,^ = iV,Z,_i + (-iy 



Das ist unmöglich, da ein Näherungsbruch von YA nicht 
< 1 sein kann. 

3. Der Periode können nicht mehrere Glieder vor- 
ausgehen. Dies zu beweisen, nehmen wir an, der aus i 
Gliedern bestehenden Periode der unvollständigen Quotienten 
gingen m Glieder voraus; dann besteht die für diesen Fall in 
§ 41 Lehrsatz II hergeleitete Gleichung, welche, geordnet, 

die Form 

Ax^ + Bx + C=0 
hat, wo 

B = Nm—l Zm-\-k + Zm-^i Njn+k Zm ^7?i-f A— 1 — Nm Z^n-j-jt— 1 ? 

C = Zjn Zm^jc—i — Zm—l Zm-\-k 

ist. Das Produkt der Wurzeln dieser Gleichung ist be- 
kanntlich 



oder, wenn 

Zjn = Cttn^l Zm—l "j- Zm—2j 
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Zm-i-k = ötro+ifc— 1 Zm-\.k—l + ^m+*— 2 , 
Nm-^k = (^iwi-k—l Nm-i-k—1 + -Nin-fft— 2 ; 

gesetzt wird, 

P — ( ^w-l ^ffl~l+ ^w— 2) ^m+k—l ~ ^m-l(^m+;b-l ^w-{-Ar— 1+ ^mr^k— 2) 
■^ («m-1 -^m-1 + -^m-2) ^m+;i-l - "^m-l {^m+k-1 ^m+k-l + ^m+k-^2) 

(a - a ^ -L. /^=? ^m+A— 2\ 
^m—1 ^m-{-k—l \^ m—l ^nt-\-k—l / 

^m-^t -^niA-k—l f„ „ \ X f-^m—2 -^^+^-2^ 

rm-1 — ^m-\-k-l) + [^ 2^ I 

Da am—i von am-{-k—i verschieden ist (sonst würde die 
Periode schon eine Stelle früher, als vorausgesetzt wurde, be- 
ginnen), so ist am—i — «m+i— 1 ei^e von Null verschiedene ganze 
Zahl. Ferner ist sowohl 



als auch 



^m—2 ^m-\-k-'2 

■^m—2 •^m'\-k—2 

^m—1 -^TO+Jfc— 1 



ein echter Bruch. Daher ist P eine positive Grösse, und da 
die Wurzeln der Gleichung x^ — Ä = ein negatives Pro- 
dukt haben, so ist bewiesen, dass der Periode der unvoUstän- 

digen Quotienten des Kettenbruchs, welcher Yä darstellt, nicht 
mehrere Glieder vorausgehen können. 

4. Der Periode geht also immer ein Glied voraus. In 
der That ist, wenn m= 1 angenommen wird, 

und dann wird 

p_ ^^k — ^k-\-\ 

^k ' 
welche Zahl sowohl positiv, als negativ sein kann. 

5. Wenn a die grösste in Yä enthaltene ganze Zahl be- 
zeichnet, so ist das letzte Glied der Periode = 2a, und die 
übrigen Glieder bilden eine symmetrische Reihe, d. h. die von 
den Enden gleich weit entfernten Glieder sind einander gleich. 

Da nämlich YÄ. einen Eettenbruch liefert, dessen Periode 
mit dem zweiten unvollständigen Quotienten beginnt, so 
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wird die Entwicklang von YA — a einen rein periodischen 
Eetteubruch geben. Dasselbe ist dann mit j^ + a der FaU, 

denn — (j/j. — a) und (Yä + a) sind die Wurzeln der 

Gleichung 

a^ -2ax + {a^ - Ä) = 0, 
Ist nun 

(2a, a^, Oa, . . ., a*— i) 

die Periode des Kettenbruchs, der gleich Y^^ + a ist, so wer- 
den die unvollständigen Quotienten für Y^ ~~~ ^ nach § 41, 
Lehrsatz III folgende sein: 

0, (a*— 1, cck-^2} . . '} cii) cti) 2a), (aj^— i, . . .); • • • 

Aus dem ersteren Kettenbruch folgt der Kettenbruch YÄj 
indem wir den ersten unvollständigen Quotienten, d. i. 2a; 
um a vermindern; aus dem zweiten ergiebt sich derselbe, wenn 
wir den ersten unvollständigen Quotienten, d. i. 0, um a ver- 
mehren. Beide Resultate müssen zusammenfallen; es sind 
also die Reihen der unvollständigen Quotienten 

a, (a^, a2, . . ., a^fc—i, 2a), (a^, ... 
a, (ajfc—i, a*— 2; . • •, %, 2a)y (ctk—i, • . • 

identisch; daher ist das letzte Glied der Periode 2a, und die 
übrigen Glieder bilden eine symmetrische Reihe. 

Aufgaben. I. ^29 in einen Kettenbruch zu verwandeln. 



}/29 = 


= 5 + = 


-5 + y29 _ 
1 


5+' 


B + V29 
^1 4 =^ 


2+- 


- 3 + 1/29 
4 


2+' 


3 + 1/29 

^2 5 


1+" 


- 2 + "/29 
6 


1+' 


2 + y29 
^3 5 


1 + = 


-3 + 1/29 
5 


^ x^ 


3 + y29 


2 + ~ 


-5 + 1/29 
4 


2+' 


6 + 1/29 
^6 1 


10 + : 


- 5 + 1/29 

1 


10+ ^ 



II. Welche Quadratwurzel stellt der unendliche periodische 
Kettenbruch dar, dessen unvollständige Quotienten 
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4, (2, 1,3, 1,2, 8), (2, 1,... 
sind ? 

Wird der Werth des Kettenbruchs mit x bezeichnet, so 

ist rr — 4 ein rein periodischer Kettenbruch, dessen Werth 

dadurch erhalten wird, dass man in dem Näherungsbruch, 

welcher dem unvollständigen Quotienten 8 entspricht, 8 durch 

8 + a; — 4 = ir + 4 

ersetzt. Die Rechnung gestaltet sich also folgendermassen: 






2 


1 


3 


1 


2 


rc + 4 




1 






1 


1 

2 


1 

3 


4 
11 


5 
14 


14 
39 


14 (a? + 4) + • 5 
39 (a: + 4) + 14 



Es ist somit 



X — 4 == 



14 (a? + 4) + 5 



39 {x + 4) + 14 ' 

und daraus folgt leicht 

§ 43, Auflösung der PelTschen Gleichung. — Wenn 



ß 



einer der vollständigen Quotienten ist, welche die 



m 



Entwicklung von YA in einen Kettenbruch liefert, und a^ 
den zugehörigen unvollständigen Quotienten bezeichnet, so 
haben wir nach dem Früheren 

- == «m + ö— = «m + 



Pm 

ZU setzen, wo 



p» 



X 



m+l 



rr 



p 



m 



[A — (a — a ß y] 



'w+l 



ist. Es ist daher 
und 



Cfm+l = — «m "T" ^»»Pm 
A — «2,4-1 = ßmßm+l' 

Daraus geht hervor, dass in jedem vollständigen Quotienten 
" "^ ''^ die Zahl a < YA , also ^ a ist, wo a die grosste in 
YA enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 
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Nun schliesst die Periode der unvollständigen Quotienten, 
die wieder aus % Gliedern bestehen möge, mit 2a, und damit 

die grösste in dem yollständigen Quotienten ^ — — enthal- 
tene ganze Zahl diesen Werth habe, muss danach 

ajc = a, /Jjfe = 1 

sein. Dem letzten unvollständigen Quotienten 2a jeder 
Periode entspricht somit der vollständige Quotient 

a + YÄ 
Für diesen Werth von Xk geht die oft benutzte Formel 

^k^k + ^k^i 
über in 

y2 ^ ^* ^^ + ^y + ^^-^ 

Durch Fortschaflfung des Nenners und durch Gleichsetzung 
der rationalen und der irrationalen Theile beider Seiten er- 
hält man hieraus die beiden Gleichungen 

aNk = Zk — Nk^i 

aZk = ÄNk — Zk-i, 
aus denen sich durch. Elimination von a 

Zk' - Am = ZkNk-i - NkZk-1 
oder, da ZkNk^i — NkZk-i = (— 1)* ist, 

zi - Am = (- 1)^ 

ergiebt. 

Diese Formel löst, wie wir sehen werden, die Gleichung 

x^ — Ay^ = 1 , 

zu deren Lösung Fermat die englischen Mathematiker heraus- 
gefordert hatte. Die von Pell (daher Peirsche Gleichung) 
daraufhin gegebene Lösung, welche den Inhalt des Kap. 7 
von Euler's Algebra Bd. II bildet, hat nicht nur den Nach- 
theil, meist ungemein langwierig zu sein, sondern sie lässt 
auch nicht erkennen, dass die Aufgabe immer möglich ist, 
d. h. dass es ausser der auf der Hand liegenden Lösung 

^ = + 1; 2^ = 
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noch andere Losungen in ganzen Zahlen giebt. ^^Erst Lagrange 
hat diesen Beweis geführt (Abhandlungen der Berliner Aka- 
demie, 1767), und dieser Beweis, wie auch die Auflösungs- 
methode, die ihn begleitet, können als einer der grössten 
Fortschritte angesehen werden, welche die Zahlentheorie zu 
verzeichnen hat; denn die Gleichung 

x^ — A'f = 1 

ist nicht nur an sich sehr interessaut, sondern sie ist auch 
nothwendig bei der Auflösung aller unbestimmten Gleichungen 
zweiten Grades, wo sie dazu dient, eine unendliche Menge von 
Lösungen zu finden, wenn eine einzige bekannt ist." (Legendre). 
Nach Lagrange lösen wir nun die Gleichung 

(1) ix^^Af^X, 

in welcher A positiv und keine Quadratzahl ist, auf folgende 
Weise : 

Wir entwickeln )/j. in einen Kettenbruch und bilden die 
Reihe der Näherungsbrüche. Dann entspricht dem letzten 
unvollständigen Quotienten der ersten Periode der Näherungs- 

bruch -jj-^ dem letzten Gliede der zweiten 'Periode -j^^, u. s.w., 
dem letzten Gliede der fi*®*^ Periode -j^, und es ist, wie wir 

-'^fik 

oben gefunden haben, allgemein 

(2) Z^k-AN^k = (—iy'. ' 

Wenn nun die Anzahl Ic der Glieder einer Periode gerade ist, 
so ist die rechte Seite dieser Gleichung für jeden Werth von 
fi gleich + 1, also hat die Gleichung (1) die unendlich vielen 
Lösungen 

wo Z der Zähler und JV* der zugehörige Nenner jedes der un- 
endlich vielen Näherungsbrüche ist, welche dem letzten Gliede 
jeder der Perioden entsprechen. 

Ist dagegen h eine ungerade Zahl, so ist die rechte Seite 
von (2) nur für gerade Werthe von ft gleich +1. In diesem 
Falle liefern also nur die Näherungsbrüche, welche dem letzten 
Gliede der zweiten, der vierten, u. s. w. Periode entsprechen, 
Lösungen der Gleichung (1). 
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Beispiele. I. 



X 



2 



13y 



i 



1. 



1/13 = 3 +4^ 1_ 



1 + 



1 + 



6 + 



1 + 



k = 5 (ungerade) 



3 


1 


1 


1 


1 


6 1 


1 


l 


1 


6 


1 




3 
1 


4 
1 


7 
2 


11 
3 


18 
6 


119 
33~ 


137 


266 
71 


393 
109 


649 
180 



Es ist also X = 649 , y = 180 eine der onendlicb. vieleii 
Losungen. 

Für a; = 18, y = 5 würde x' — ISy' = — 1 sein. 

JI. a;« - S8f = 1 . 



|/38==6+|^J 



12 + 



k = 2 (gerade) 



6 + 



6 


6 


12 


• • • 


1 




6 

1 


37 
6~ 


• • • 



;r = 37 , y = 6 

eine der unendlich vielen Lösungen. 
Anmerkung. Die Gleichung 



ist nur möglich, wenn die Periode der Kettenbruch-Entwick- 
lung von YA aus einer ungeraden Anzahl von Gliedern be- 
steht. In diesem Falle liefern die Näherungsbrüche, welche 
dem letzten Gliede der ersten, der dritten, u. s. w. Periode 
entsprechen, Lösungen der Gleichung, wie schon in Beispiel I 
angedeutet ist. 

üebrigens werden wir uns mit der allgemeinen Peirschen 
Gleichung weiter unten noch eingehend zu beschäftigen haben. 
Hier haben wir dieselbe (für einen speciellen Fall) nur des- 
halb gelöst, um eine interessante Anwendung der Kettenbruch- 
Entwicklung einer irrationalen Quadratwurzel zu geben. 
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Fotenzreste für Frimzahlmoduln. 

§ 44. Berechnung der Potenzreste. — Wir wollen 

im Folgenden die Reste der successiven Potenzen einer Zahl a 

für einen Modul p betrachten, der eine in a nicht aufgehende 

ungerade Primzahl ist. Was die Berechnung der Reste dieser 

Potenzen 

1, a, a^, a', ... 

betrifft^ so hat man nicht nöthig, die Potenzen selbst zu be- 
stimmen. Man erhält nämlich den Rest von a"*+*, indem 
man den Rest von a"^ mit a multiplicirt und den Rest des 
Produkts nimmt. Die folgende Tabelle giebt die Reste der 
Potenzen der Zahlen von 2 bis 12 für den Modul 13, und 
zwar bricht die Reihe der Reste jedesmal ab, wenn der Rest 1 
erscheint. 



a 


a« 


a» 


a* 


a« 


a« 


a' 


a« 


a^ 


a^o 


a»i 


^12 


m 

2 


4 


8 


3 


6 


12 


11 


9 


5 


10 


7 


1 


3 


9 


1 




















4 


3 


12 


9 


10 


1 














5 


12 

10 


8 


1 


















6 


8 


9 


2 


12 


7 


3 


5 


4 


11 


1 


7 


10 


ö 


9 


11 


12 


6 


3 


8 


4 


2 


1 


8 


12 


5 


1 












' 






9 


3 


1 


• 



















10 


9 


12 


3 


4 


1 












11 


4 


5 * 


3 


7 


12 


2 


9 


8 


10 


6 


1 


12 


1 
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§ 45, Der Exponent, zu welchem eine Zahl a für 
den Modul p gehört. 

Lehrsatz. Unter den p ersten Gliedern der Keibe 

(1) 1, a, a^, . . ., aJ^^y . . . 

befindet sieh ausser der Zahl 1 wenigstens noch ein 
Glied, welches für den Modul p den Rest 1 hat. 

Beweis. Da a nicht durch p theilbar ist, so kann aach 
keine Potenz von a durch p theilbar sein, d. h. kein Glied 
von (1) kann den Rest liefern. Die Reste der Potenzen (1) 
müssen also Zahlen der Reihe 

(2) 1, 2, 3, ..., (j)-l) 

sein. Unter denp ersten Gliedern von (1) werden sich daher 
jedenfalls zwei verschiedene Potenzen a* und a*+* befinden, 
welche denselben Rest liefern, so dass 

ist. Diese Congruenz darf, da a* prim zu p ist, durch a* divi- 
dirt werden und geht dann über in 

a" ^ 1 (mod. p) , 
wo n kleiner als p ist. 

Es giebt also zwischen 1 und p wenigstens eine Zahl w, 
für welche a" ^ 1 (mod. p) ist. Möglicher Weise sind mehrere 
Zahlen von dieser Beschafifenheit zwischen 1 und p vorhanden. 
Die kleinste Zahl w, für welche a** ^ 1 (mod.j)) ist, nennt 
man den Exponenten, zu welchem a für den Modul p 
gehört. So z, B. gehören, wie die vorstehende Tabelle er- 
kennen lässt, für den Modul 13 

die Zahlen 2, 6, 7, 11 zum Exponenten 12, 

'S 8 X 

79 9) ^9 ^ 99 19 ^9 

99 V ^, ^ „ „ t^, 

„ Zahl 12 „ „ 2. 

§ 46. Periodicität der Reihe der Potenzreste. 

Lehrsatz I. Gehört die Zahl a für den Modul p 
zum Exponenten n, so sind die Potenzen 1, a, a^, . . ., a"~^ 
incongruent. 

Beweis. Es seien 'k und i = Ä + r Zahlen, die kleiner 
als n sind (natürlich ist dann auch r < w). Hätte man nun 
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dh ^ a* (mod. j?), so würde sich durch Division mit a* ergeben, 
dass a*" EZE 1 (mod. p) sein müsste, was der Voraussetzung, 
nach welcher a zum Exponenten n gehört, widerspricht. 

Lehrsatz IL Gehört die Zahl a für den Modul p 
zum Exponenten w, so ist jede Potenz von a** auch^ 1 
(mod. |}) und umgekehrt: Wenn eine Potenz von a den 
Rest 1 liefert, so muss ihr Exponent ein Vielfaches 
von n sein. 

Beweis. Dass oh = (a»»)* ^ 1 (mod. ^ ist, sobald a»» ^ 1 
(mod.p) ist, liegt auf der Hand. 

Hat man umgekehrt a* ^= 1 (mod. p), so denken wir uns 
s durch den Exponenten n, zu welchem a gehört, dividirt. 
Wird der Rest dieser Division r, der Quotient )fc genannt, so 
ist s = AM + r, also 

Nun soll a*^ 1 sein; a*" ist^ 1; folglich muss auch 

a*" ^ 1 (mod. |)) 

sein. Da a zum Exponenten n gehört und r < w ist, so ist 
die letzte Congruenz nur möglich, wenn r = 0, also s = äjw, 
d. h. ein Vielfaches von n ist. 

Lehrsatz HL Wenn der Exponent s einer Potenz 
von a, durch w dividirt, den Rest r giebt^ so ist 

a? ^ öF (mod. |)) . 

Beweis. Es sei s = jfcw + r, so ist a* «= a** • a**, und da 
ß*n ^ 1 ig^^ go muss a* ^ a*" (mod. |)) sein. 

Anwendung dieses Satzes. — Um zu bestimmen, 
welchen Rest 5^^^ bei der Division durch 7 lässt, sehen wir, 
zu welchem Exponenten 5 für den Modul 7 gehört Es er- 
giebt sich 6. Da nun 1000 = 6 • 166 + 4 ist, so ist 

51000 „ 56. 166 . 54 = 54 = 2 (mod. 7) . 

§ 47. Vertheiluug der Zahlen 1, 2, 3, . . ., (p — 1) 
unter die verschiedenen Divisoren von jp — 1 als Ex- 
ponenten, zu welchen sie für den Modul p gehören. — 
Wenn eine Zahl a zum Exponenten n gehört und a* ^ 1 (mod. jo) 
ist, so ist, wie wir gesehen haben, n ein Divisor von 5. Nun ist 
aber nach dem Permat'schen Satze jederzeit aP^^ ^ 1 (mod. j?); 
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folglich muss der Exponent n, zu welchem eine Zahl a für den 
Modul p gehört, ein Divisor von p — 1 sein. 

Es- fragt sich jetzt, wie sich die Zahlen 1, 2, 3, ..., 
{^p — 1) unter die verschiedenen Divisoren von j) — 1 vertheilen, 
insbesondere ob und wie viele Zahlen zu jedem Divisor als 
Exponenten gehören. Auf die Zahlen bis jp — 1 können wir 
uns deshalb beschränken, weil congruente Zahlen zu demselben 
Exponenten gehören. Ehe wir die Frage allgemein behandeln, 
wollen wir sie durch ein Beispiel erläutern. 

Es sei jp = 43; dann hat p — 1 = 42 die 8 Divisoren 
1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, und wir erhalten leicht die Tabelle 



Zum 
Exponenten 


gehören die Zahlen 


1 


1. 


2 


42. 


3 


6, 36. 


6 


7, 37. 


7 


4, 11, 16, 21, 35, 41. 


14 


2, 8, 22, 27, 32, 39. 


21 


9, 10, 13, 14, 15, 17, 23, 24, 25, 31, 38, 40. 


42 


3, 5, 12, 18, 19, 20, 26, 28, 29, 30, 33, 34. 



Lehrsatz. Zu jedem Divisor d von p — 1 gehören 
als Exponenten genau (p{d) Zahlen, wenn durch q>(d) 
ausgedrückt wird, wie viele Zahlen prim zu d und 
nicht grösser als d sind. 

Beweis. Wir nehmen an, es gebe eine Zahl a, die zum 
Exponenten d gehört, d. h. es sei a^, aber keine niedrigere 
Potenz von a der Einheit für den Modul p congruent. Dann 
muss auch die d^ Potenz jeder der d Grössen 



a, a^5 a^5 . . ., a' 



^ 1 (mod. p\ d. h. eine Wurzel der Congruenz oi^^l (mod. p) 
sein, und da letztere nicht mehr als d Wurzeln haben kann, 
so sind die angegebenen Grössen ihre sämmtlichen Wurzeln. 
Jede zum Exponenten d gehörende Zahl muss sich Aso unter 
den Grössen a, a^, a^, . . .*, a^ vorfinden. Wir wollen nun 
zeigen, dass von diesen Potenzen diejenigen, deren Exponenten 
prim zu d sind, wirklich zum Exponenten d gehören, die 
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übrigen aber zu einem niedrigeren Exponenten. Es sei zu- 
nächst Tc prim zu d, so lässt sich eine Zahl m bestimmen^ 
welche der Congruenz 1cm ^^ 1 (mod. d) genügt. Für diesen 
Werth Ton m ist dann a**" ^ a (mod. p). Gehörte nun die 
Potenz a* zu einem Exponenten e<d, d. h. wäre (a*)* ^ 1 
(mod.j)), so würde auch a*"**^ 1 (mod. p) und, da «"** f^ a 
(mod. p) ist, auch «^ ^ 1 (mod. jp) sein, was der Annahme, a 
gehöre zum Exponenten d, widerspricht. In diesem Falle ge- 
hört also a* zum Exponenten d. 

Wenn dagegen h und d einen grössten gemeinschaftlichen 
Divisor d enthalten, so ist schon 

Ka^Jy also auch VW^ ^ 1 (mod.^), 

d. h. a* gehört zum Exponenten -^' 

Wenn es demnach überhaupt eine Zahl a giebt, die zum 
Exponenten d gehört, so gehört auch jede der Potenzen 

deren Exponent prim zu d ist, und solcher giebt es g)(d), zu 
demselben Exponenten. Wir wollen der Kürze halber die 
Anzahl der Zahlen, die zum Exponenten d gehören, mit 
t(d) bezeichnen. Dann ist ^(d) entweder Null oder 
gleich 9>(t?). 

Werden nun die Divisoren von p — 1 mit d^, ^2? • • •> ^» 
bezeichnet, so ist, weil die Zahlen 1, 2, 3, . . ., j? — 1 sämmt- 
lich unter die Divisoren von p — 1 vertheilt sind, 

H^i) + ^ (^2) + • • • + i^{dn)=p—l. 

Nach § 10, Lehrsatz II ist aber auch 

g)(d^) + ip{d^ -\ h q){dn) = p - 1 , 

folglich 

* W H h ^{dn) = 9(^1) H h fpißn) . 

Nun ist, wie wir bewiesen haben, jedes Glied der linken Seite 
entweder gleich Null oder gleich dem entsprechenden Gliede 
der rechten Seite. Wäre also auch nur ein einziges Glied der 
linken Seite gleich Null, so könnte die Summe der Glieder 
der linken Seite nicht gleich derjenigen der rechten sein. Es 
ist somit für jeden Divisor d 
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und das wollten wir beweisen. 

§ 48, Primitive Wurzeln. — Nach dem vorher 
gehenden Satze enthält die Reihe 

(1) 1, 2, 3, . . ., p - 1 

q){p — 1) Zahlen, welche zum Exponenten p — 1 gehören, 
d. h. von denen die (p — 1)*®, aber keine niedrigere Potenz 
für den Modul p der Einheit congruent ist. Jede dieser 
q)(jp — 1) Zahlen wird eine primitive Wurzel von p genannt 
Bezeichnet g eine solche primitive Wurzel von p, so sind 
die Beste der p — 1 Potenzen 

(2) l,g,g%...,g'>-> 

sämmtlich von einander und von Null verschieden; sie müssen 
daher in irgend einer Reihenfolge mit den Zahlen (1) über- 
einstimmen. Wir sind somit im Stande, jede der Zahlen (1) 
und folglich auch jede durch p nicht theilbare ganze Zahl 
durch eine ihr congruente Potenz der primitiven Wurzel g zu 
ersetzen. 

So ist z. B. nach der Tabelle in § 44 die Zahl 2 eine 
primitive Wurzel von 13 und 

1 = 2«, 2 = 2\ 3 = 2^ 4 ^ 2% 

5 = 2^, 6 ZE 2^ 7 = 2^\ 8 = 2^ 
9 = 2», 10 = 2^«, 11 = 2^ 
12 = 2« (mod. 13) . 

Kennt man eine primitive Wurzel von p, so ist es leicht, 
alle übrigen anzugeben. Wir haben nämlich oben bewiesen, 
dass, wenn a zum Exponenten d gehört, auch die Potenz a* 
zu diesem Exponenten gehört, wenn Je prim zu d ist. Danach 
ist jede Potenz g^ einer primitiven Wurzel g von p gleichfalls 
eine primitive Wurzel von j),. wofern Je prim zu p — 1 ist. 

Prim zu 12 sind z. B. ausser 1 die Zahlen 5, 7, 11; 
somit sind ausser 2 auch 

2^ = 6, 2^ = 11 , 2^^ = 7 (mod. 13) 

primitive Wurzeln von 13. 

§ 49, Berechnung der primitiven Wurzeln. — 
Lehrsatz. Wenn m und n relative Primzahlen sind und 
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die Zahl a zum Exponenten m, die Zahl b zum Expo- 
nenten n gehört, so gehört das Produkt ab zum Ex- 
ponenten mn. 

Beweis. Da nach unserer Voraussetzung 

a"» = 1 , &« = 1 (mod. jp) 

ist, so ist auch a"*" ^ 1, 6"*** ^ 1, also jedenfalls 

(a6)"»« = 1 (mod.j)). 

Wir haben daher nur zu zeigen, dass der Exponent, zu welchem 
ab gehört, nicht kleiner als mn sein kann. 

Wird dieser Exponent mit k bezeichnet, ist also 

(aby^ 1 (mod.jp), 

so wird auch (abj^^ ^1; d* t. a"** • 6"** ^ 1 (mod. p) sein, 
oder, weil a*"* ^ 1 ist, 6"** ^^ 1 (mod. p). Nun gehört aber 
b zum Exponenten n; folglich muss nach dem Früheren mk 
durch w, öder, da m prim zu n ist, ife durch n theilbar sein. 

Ebenso zeigt man, dass h durch m theilbar sein muss. 
Je ist somit durch das Produkt mn theilbar, also jedenfalls 
nicht kleiner als dieses Produkt 

Mit Hülfe dieses Satzes lässt sich, wie wir jetzt zeigen 
wollen, für jede Primzahl p ziemlich leicht eine primitive 
Wurzel ermitteln. Zu diesem Zwecke wählen wir eine be- 
liebige durch p nicht theilbare Zahl a (etwa 2) und schreiben 
die Reste ihrer Potenzen hin, bis wir zum Rest 1 gelangen. 
Ist 1 der Rest der k^^ Potenz^ so gehört a zum Exponenten k. 
Wenn nun k ^^p — 1 ist, so ist a eine primitive Wurzel von 
p und die Rechnung beendet. Ist dagegen k <^ p — 1, so 
wählen wir eine zweite Zahl 6, die sich unter den Potenz- 
resten von a nicht vorfindet, und bestimmen durch Berech- 
nung ihrer Potenzreste den Exponenten k\ zu welchem sie 
für den Modul p gehört. 

k^ kann nun zunächst kein Divisor von k sein; denn sonst 

wäre b^a*^ (mod.jp); b würde also der Voraussetzung zuwider 
einer der Potenzreste von a sein. 

Dagegen ist es recht wohl möglich, dass ¥ ein Viel- 
faches von k ist. In diesem Falle gehört b zu einem grösseren 
Exponenten als a, und da wir eine Zahl suchen, die zum 

Wertheim, Zahlentheorie. 8 




114 Fünftes Kapitel. 

grössten Exponenten^ d.i.p — 1, gehört, so sind wir unserem 
Ziele näher gekommen. 

Wenn k' kein Vielfaches von k ist, so lässt sich das 
kleinste gemeinschaftliche Yielfaehe m von k und k' bestimmen, 
und dann liefert der obea bewiesene Satz eine Zahl, welche 
zum Exponenten m gehört. Zerlegt man nämlich m in zwei 
Factoren k^^ k\j die prim zu einander sind und beziehungs- 

weise in ky k' aufgehen, so gehört vh zum Exponenten \^ 

6*'» zum Exponenten k\y folglich a** -6*'» zum Exponenten 
}^ . k\ = m. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens gelangen 
wir zu Zahlen, die zu immer grösseren Exponenten gehören, 
also schliefslich einmal zu einer primitiven Wurzel. 

Beispiel. Es soll eine primitive Wurzel von 103 bestimmt 
werden. Die Potenzreste von 2 für den Modul 103 sind 

2, 4, 8, 16, 32, 64, 25, 50, 100, 97, 

91, 79, 55, 7, 14, 28, 56, 9, 18, 36, 

72, 41, 82, 61, 19, 38, 76, 49, 98, 93, 

83, 63, 23, 46, 92, 81, 59, 15, 30, 60, 

17, 34, 68, 33, 66, 29, 58, 13, 26, 52, 

1. 
Die Zahl 2 gehört also zum Exponenten 51. Unter den 
Potenzresten von 2 ist 3 nicht vorhanden. Wir schreiben 
also auch die Potenzreste dieser Zahl hin 

3, 9, 27, 81, 37, 8, 24, 72, 10, 30, 

90, 64, 89, 61, 80, 34, 102, 100, 94, 76, 

22, 66, 95, 79, 31, 93, 73, 13, 39, 14, 

42, 23, 69, 1 
und sehen, dass 3 zum Exponenten 34 gehört. Das kleinste 
gemeinschaftliche Vielfache von 51 = 3 . 17 und 34 = 2 . 17 

51 84 

ist 102 = 51 . 2. Es muss daher 2^^ 3« = 2 . 3^' zum Ex- 
ponenten 102 gehören, d. h. primitive Wurzel von 103 sein. 
Da 3^^ ^ 102 ist, so liefert unser Verfahren die primitive 
Wurzel 2 . 102 = 204 = 101 (mod. 103). 

Leichter wären wir in diesem Falle durch folgende Er- 
wägung zum Ziele gelangt: Die Beste von — 2 stimmen, ab- 
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gesehen von den Vorzeichen, mit denen von + 2 überein. 
Da nun 2^^ ^ 1 und 51 ungerade ist, so muss ( — 2)^^ et^ — 1 
sein, und somit wird erst die 102*® Potenz von — 2 den Rest 
+ 1 liefern. — 2 ^ 101 (mod. 103) gehört also zum Expo- 
nenten 102 oder ist eine primitive Wurzel von 103. 

Wir können nun auch die Potenzreste von 101 ohne 
Weiteres niederschreiben. Wir schreiben die Reste von 2 
zweimal hin, geben dem Rest jeder ungeraden Potenz das 
Zeichen — und ersetzen jeden negativen Rest durch die ihm 
congruente kleinste positive Zahl. Wir erhalten auf diese Weise 

101, 4, 95, 16, 71, 64 78, 50, 3, 97, 
12, 97, 48, 7, 89, 28, 47, 9, 85, 36, 

31, 41, 21, 61, 84, 38, 27, 49, 5, 93, 
20, 63, 80, 46, 11, 81, 44, 15, 73, 60, 
86, 34, 35, 33, 37, 29, 45, 13, 77, 52, 

102, 2, 99, 8, 87, 32, 39, 25, 53, 100, 
6, 91, 24, 55, 96, 14, 75, 56, 94, 18, 

67, 72, 62, 82, 42, 19, 65, 76, 54, 98, 
10, 83, 40, 23, 57, 92, 22, 59, 88, 30, 
43, 17, 69, 68, 70, 66, 74, 58, 90, 26, 

51, 1. 
Nun ist jede Potenz von 101, deren Exponent prim zu 102 
ist, gleichfalls eine primitive Wurzel von 103. Prim zu 102 
sind die 32 Zahlen 

1, 5, 7, 11, 13, 19, 23, 25, 29, 31, 35, 37, 41, 43, 47, 49, 
53, 55, 59, 61, 65, 67, 71, 73, 77, 79, 83, 89, 91, 95, 97, 101; 
folglich hat 103 die 32 primitiven Wurzeln 
101, 71, 78, 12, 48, 85, 21, 84, 5, 20, 11, 44, 86, 35, 45, 77, 
99, 87, 53, 6, 96, 75, 67, 62, 65, 54, 40, 88, 43, 70, 74, 51, 
von denen 5 die kleinste ist. 

§ 50. Die kleinsten primitiven Wurzeln der Prim- 
zahlen unter 1000. — Da die Berechnung der primitiven 
Wurzeln trotz einiger Abkürzungen, die wir übergehen, immer- 
hin ziemlich mühselig ist, so theilen wir für jede ungerade 
Primzahl unter 1000 die kleinste primitive Wurzel mit und 
versehen zugleich jede Primzahl, welche die für praktische 
Rechnungen bequeme primitive Wurzel 10 hat, mit dem 
Zeichen *. 

8* 
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3 


2 
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3 


271 


6 


2 
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2 
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2 


5 


2 
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8 


277 


6 


449 


3 
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3 
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3 
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3 
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2 


281 


8 


457 


18 


641 


3 


827 


2 


11 


2 


137 


3 


283 


3 


461* 


2 


643 


11 


829 


2 


13 


2 


139 


2 


293 


2 


463 


8 


647* 


6 


889 


11 


17* 


3 
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2 
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6 
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2 
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2 
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2 
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6 
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17 
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6 


683 


6 


881 


3 
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6 
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2 
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2 
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2 
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3 
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2 
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3 
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2 
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2 
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3 


701* 


2 
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5 
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5 
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19 
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3 
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2 
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2 
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2 


53 


2 
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6 
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7 
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11 
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17 
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2 
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2 
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373 


2 
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2 
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3 


67 


2 
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2 
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2 
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2 
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5 


71 


7 
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3 
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6 
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3 
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5 
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2 


73 


5 
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2 
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2 
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3 
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3 
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2 


79 


3 


229* 


6 


397 


6 


677* 


6 
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2 
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3 


83 


2 
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3 
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3 


687 


2 


761 


6 
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5 


89 


3 
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7 


409 


21 


693* 


3 


769 
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6 
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5 
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2 
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7 
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2 
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6 
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2 


601 


7 


787 


2 
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5 
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5 
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3 


431 


7 


607 


3 


797 


2 


991 


6 


107 


2 


263* 


6 


433* 


6 


613 


2 


809 


3 


997 


7 


109* 


6 


269* 


2 


439 


16 


617 


3 


811* 
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§ 61. Indices. — Die Bedeutung der primitiven Wurzeln 
liegt darin ; dass sie gestatten^ jede durch eine Primzahl |) 
nicht theilbare Zahl durch eine Potenz einer primitiven Wurzel 
zu ersetzen. Ist nun g eine primitive Wurzel von p, a eine 
beliebige durch jp nicht theilbare Zahl und a zj:^*" (mod.;?), 
so nennt man m den Index von a für die Basis g. Da femer 
für jede ganze Zahl ifc ^(p— d ^ 1 (med. p) ist, so wird auch 

gm . gk{P-^)^ d. i. ^n»+*(p--l) = a (mod. jp) 

sein, oder wir können m + Ä (p — 1), d. i. jede Zahl, welche m 
nach dem Modul jp — 1 congruent ist, als Index von a ansehen 
und Ind. a^im (mod. {p — 1]) 
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schreiben. So ist z. B. 101*« = 36 (mod. 103), also 

Ind. 36 = 20 (mod. 102) . 

Die Indices sind für die Zahlentheorie von grosser Be- 
deutung. Sie spielen in derselben eine ähnliche Rolle, wie 
die Logarithmen in der Arithmetik; auch gelten für beide ganz 
analoge Sätze. Ihr Hauptnutzen beruht auf folgendem Satze: 

Lehrsatz. Der Index eines Produkts ist der Summe 
der Indices der einzelnen Factoren nach dem Modul 
p — 1 congruent. 

Beweis. Es seien n Zahlen 

a^^g"^^, a^^g'"^, .,., a^=^ {moA.p) 
gegeben, so dass 

m^ ^ Ind. ttj, m^ e^ Ind. cu^y . . ., mn::^ Ind. a» (mod. j9 — 1) 
ist. Durch Multiplication der ersteren Congruenzen erhält man 

a^a^ . ..an ^gr^i+'»«+--+»»« (mod.j?) , 
d. h. es ist 
Ind. (a^a^ . . . a«) ^ w^ + mg + • • • + m„ 

^ Ind. ttj + Ind. a^ -| 1- Ind. a„ (mod.jp — 1) . 

Zusatz. Der Index der n^ Potenz einer Zahl ist 
dem nfachen des Index der Zahl nach dem Modul 
p — 1 congruent. 

Beweis. Wird in der letzten Formel ai = a2 = '*'^=^an==a 
angenommen, so geht dieselbe über in 

Ind. (a») EEE n . Ind. a (mod. p — 1) . 

Beispiele. Nach der in § 49 gegebenen Tabelle der Potenz- 
reste von 101 für den Modul 103 ist 

Ind. 93 = 30 , Ind. 3 = 9, Ind. 31 -^ 21 (mod. 102) , 
also wirklich Ind. 93 = Ind. 3 + Ind. 31 (mod. 102) . 

Nach derselben Tabelle ist 

Ind. 16 — 4, Ind. 2 = 52, 
also Ind. 16 = 4 . Ind. 2 (mod. 102) . 

§ 62. Auflösung der Congruenz ersten Grades 
mittels der Indices. — Hat man 

ax -zz^ b (mod. p) , 
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so ist nach dem in § 51 bewiesenen Satze 



Ind. a + Ind. x ^ Ind. b (mod. p — 1) 

oder Ind. x '—- Ind. b — Ind. a (mod. p — 1) . 

Wenn man also Tafeln benutzt^ welche für jede Zahl den zu- 
gehörigen Index und für jeden Index die entsprechende Zahl 
liefern y so erhält man zunächst den Index von x und sodann 
den Werth von x selbst. Solche Indextafeln hat Jacobi 1839 
für die Primzahlen unter 1000 unter dem Titel „Canon arith- 
meticus^' veröffentlicht. Um ihre Benutzung zu zeigen, lassen 
wir die beiden Tabellen folgen, die sich auf die Primzahl 43 
und die primitive Wurzel 3 beziehen. 

I. 



Zahl 


1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


8 


9 


10 


11 


Index 


42 


27 


1 


12 


25 


28 


35 


39 


2 


10 


30 


Zahl 


12 
13 


18 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


22 


Index 


32 


20 


26 


24 


38 


29 


19 


37 


36 


15 


Zahl 


23 


24 


25 


26 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


33 
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16 


40 


8 


17 


3 


5 


41 


11 


34 


9 


31 
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34 


35 


36 


37 


38 


39 


40 


41 


42 
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23 


18 


14 


7 


4 


33 


22 


6 


21 







II. 
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3 


9 


27 


38 


28 


41 


37 


25 


32 


10 


30 
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12 


13 


14 


15 


16 


17 


18 


19 


20 


21 


22 


Zahl 


4 


12 


36 


22 


23 


26 


35 


19 


14 


42 


40 


Index 


23 
34 


24 
16 


26 
5 


26 
15 


27 


28 


29 


30 


31 


32 


38 


Zahl 


2 


6 


18 


11 


33 


13 


39 


Index 


34 


35 


36 


37 


38 


39 


40 


41 
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31 


7 


21 


20 


17 


8 


24 


29 


1 
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Beispiel. Die Aufgabe: Ein Gärtner hat weniger als 1000 
Bäume. Pflanzt er sie in Beihen von je 53 Stück, so fehlen 
ihm 10; pflanzt er sie aber in Beihen von je 43 Btück, so 
bleiben ihm 11 übrig. Wie viel Bäume sind es? führt zu der 
unbestimmten Gleichung 

53a?-- 10 =»43«/+ 11, 

welche der Congruenz 

53a; — 10=11 
oder 

10a; = 21 (mod. 43) 

äquivalent ist. Daraus folgt 

Ind. 10 + Ind. x = Ind. 21 (mod. 42) 

oder nach Tabelle I 

10 + Ind. a; = 36 (mod. 42), 

Ind. a; = 26 (mod. 42) 
und nach Tabelle II 

a? ^ 15 (mod. 43) . 

Es ist also a? = 15 + 43Ä, wo k eine unbestimmte Zahl be- 
zeichnet, und man erhält für die Anzahl der Bäume 

53 (15 + 43t) — 10 = 785 + 53 . 43)fc. 

Nun sollen nicht mehr als 1000 Bäume vorhanden sein; folg- 
lich muss man A; ==» annehmen, so dass sich 785 als die 
gesuchte Zahl ergiebt. 

Anmerkung. — Auf diese Weise lassen sich alle Congruenzen 
ersten Grades mit einer Unbekannten behandeln, auch diejenigen, welche 
zusammengesetzte Zahlen zu Moduln haben, da man diese Congruenzen 
nach § 23 auf solche zurückführen kann, deren Moduln Primzahlen sind. 

§ 53, Auflösung der binomischen Congruenz mit- 
tels der Indices. — Auch die Congruenzen von der Form 

(1) aa^ ^ b (mod.p) 

lassen sich mittels der Index-Tafeln leicht auflösen. Man 
erhält nämlich aus (1) 



(2) n . Ind. x ^ Ind. b — Ind. a (mod. jp — 1) , 

und somit ist die Auflösung von (1) auf die einer Congruenz 
ersten Grades mit einer unbekannten, nämlich Ind. a?, zurück- 
geführt. Für die letztere Congruenz gelten natürlich die in 



120 Fünftes Kapitel. 

§ 21 bewiesenen Sätze. Hat man Ind. x bestimmt, so liefern 
die Indextafeln den Werth,' resp. die Werthe von x, 
Beispiele. I. Aus x^^^ (mod. 43) folgt 

7. Ind a; = 39 (mod. 42) [Tabelle l] . 

Da 42 durch 7 theilbar ist, 39 aber nicht, so ist die letzte 
»Congruenz, folglich auch die vorgelegte nach § 21, Lehr- 
satz II unmöglich. 

II. Aus x^^ ^ 4 (mod. 43) folgt 

11. Ind. a; = 12 (mod. 42) [Tabelle I] . 

Diese Congruenz liefert für die Unbekannte Ind. x den Werth 
24, und dann ist nach Tabelle II 

a; = 16 (mod. 43) . 

III. Liegt die Congruenz 

x^ = 11 (mod. 43) 

vor, so folgt nach Tabelle I 

6 Ind. x — SO (mod. 42) 
oder 

Ind. x^ö (mod. 7) . 

Der Index von x hat also (§ 21, Lehrsatz III) die 6 nach 

dem Modul 42 incongruenten Werthe 5, 12, 19, 26, 33, 40, 

denen die 6 Werthe von x (Tabelle II) 

28, 4, 19, 15, 39, 24 
entsprechen. 

Am Ende des Werkes sind Indextafeln für die Zahlen 

unter 100 gegeben. Man löse mittels derselben die Aufgaben: 

1) a;»«^ 20 (mod. 61) 
[9, 23, 38, 52] 

2) x^' = 13 (mod. 61) 

[47] 

3) x"^ = 36 (mod. 61) 

[unmöglich] 

4) 5x^ = 7 (mod. 61) 

[7, 24, 30]. 

§ 64:, "üebergang von einem Index-System zu 
einem andern. — Hat man die Indices der Zahlen 

1, 2, ...,i)— 1 
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für eine primitive Wurzel g der Primzahl jp bestimmt, so ist 
es leicht, die Indices derselben Zahlen für eine andere primi- 
tive Wurzel Ä derselben Primzahl zu finden. 

Es sei 

a^g^ und a ^ Ä* (mod. i?) , 

so folgt aus der Congruenz 

Jix ^ga (mod. p) , 

wenn allgemein •'Ind. u den für die primitive Wurzel v ge- 
nommenen Index von u bezeichnet, 



x^a . *Ind. g (mod.^ — 1). 

Man erhält also den Index einer Zahl für die neue primitive 
Wurzel Ä, wenn man den Index a für die frühere primitive 
Wurzel g mit dem für h genommenen Index von g mul- 
tiplicirt 

Beispiel. Die Tabelle des § 52 giebt die Indices der 
Zahlen 1, 2, ... 42 für die primitive Wurzel 3. Um die In- 
dices derselben Zahlen für die primitive Wurzel 5 zu er- 
halten, hat man ^Ind. 3, d. i. den Index von 3 für die primi- 
tive Wurzel 5 zu ermitteln, also die Congruenz 

5^ = 3 (mod. 43) 

zu lösen. Es ergiebt sich der Beihe nach 

X . »Ind. 5 = 1 (mod. 42) 

oder nach Tabelle I 

• 2bx = 1 (mod. 42) . 

Diese Congruenz liefert 

ä; = 37 (mod. 42). 

Wir erhalten somit die Indices der Zahlen 1, 2, . . ., 42 
für die primitive Wurzel 5, wenn wir die in § 52 angegebenen 
Werthe mit 37 multipliciren. 

§ 65, Zusammenhang zwischen den Indices einer 
Zahl und dem Exponenten, zu welchem sie gehört. — 
Da man in Bezug auf jede der q){p — 1) primitiven Wurzeln 
von p den Index einer Zahl a nehmen kann, so hat jede Zahl 
9(|) — 1) Indices. So z. B. haben die Zahlen 4, 6, 7, 17, 22 
für die verschiedenen primitiven Wurzeln von 43 die in 
uachstehender Zusammenstellung enthaltenen Indices: 
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Zahl 


gehört 
nun 
Expo- 
nenten 


3 


6 


12 


Index für die primitive Warsei 
18 19 20 26 28 29 


30 


33 


34 


4 


7 


12 


24 


30 


12 


36 


6 


18 


36 


30 


24 


18 6 


6 


3 


28 


28 


28 


14 


28 


28 


14 


14 


14 


14 


28 14 


7 


6 


35 


35 


35 


7 


35 


35 


7 


7 


7 


7 35 


7 


17 


21 


38 


20 


32 


10 


2 


26 


22 


16 


4 


34 


8 1 40 


22 


14 


16 


9 


27 


16 


3 


39 


33 


3 


27 


9 


33 


39. 



Die yerschiedenen Indices einer und derselben Zahl stehen 
in einem Zusammenhange mit dem Exponenten , zu welchem 
die Zahl gehört. Dieser Zusammenhang ist durch die folgen- 
den Sätze ausgedrückt: 

Lehrsatz I. -Die Zahl p — 1 und der Index einer 
Zahl a, derselbe mag genommen sein für welche pri- 
mitive Wurzel man will, haben den grössten gemein- 

schaftlichen Divisor -— — , wenn ^ den Exponenten be- 

V 

zeichnet, zu welchem a für den Modul p gehört. 

Beweis. Da a*^l (mod.jp) ist, so ist t ein Divisor von 
p — 1. Ferner ist g^^- ^ ^ a , also 

gt'Jnda^fjt H^l (mod. p) , 

also t . Ind. a ein Vielfaches von p — 1 , oder, da ^ in p — 1 
aufgeht, Ind. a ein Vielfaches von ■ . , etwa 

Ind. a = h - 



Pul 
t ' 

p-i 

t 



Da nun auch p — 1 ein Vielfaches, nämlich das ^fache, von 

p i 

. ist, so haben wir nur noch zu zeigen, dass t und k prim 

zu einander sind. 

Hätten beide Zahlen einen grössten gemeinschaftlichen 
Divisor t?> 1, wäre etwa 

wo also X, r als relative Primzahlen vorausgesetzt werden, so 
würde aus der Congruenz 
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Ind. a^xd —j- ^ x (mod. p — 1) 



— 1 ;) — 1 

zd 
sich 

p—i 

X - 

a^g * (mod. p) 
ergeben. Es müsste also 

flt* = ^x(p-i) = 1 (mod.i)) 

sein, d. h. a würde der Voraussetzung zuwider zum Expo- 
nenten t gehören. Es ist also ■ der grösste gemein- 
schaftliche Divisor von p — 1 und Ind. a. 

Lehrsatz IL Jede Zahl a, deren Index, für irgend 
eine primitive Wurzel genommen, mit jp — 1 den gröss- 
ten gemeinschaftlichen Divisor d hat, gehört zum Ex- 

ponenten ^— j — 

Beweis. Es sei Ind. a = da und p — 1 = e?(>, wo a und 
Q relative Primzahlen sind. Bezeichnet dann x den Expo- 
nenten, zu welchem a gehört, so ist 

^x ^gx.lnd.a = gdax^l (mod. p) . 

Folglich muss dax durch p — 1 «= c?^, oder ax durch q theil- 
bar sein. Nun ist aber a prim zu p; also muss x ein Viel- 
faches von Q sein, und da x die kleinste dieser Bedingung 

genügende Zahl sein soll, so ist a; = p = 'T • 

Anmerkung. — Dieser Satz liefert ein bequemes Mittel, 
alle Zahlen, die zu irgend einem Divisor d von p — 1 als Ex- 
ponenten gehören, ohne Weiteres niederzuschreiben, sobald 
man die Indices der Zahlen 1, 2, . . ., p — 1 für eine belie- 
bige primitive Wurzel g bestimmt hat. Man nimmt näm- 
lich alle Indices, die mit p — 1 den grössten gemeinschaft- 
lichen Divisor ^ , haben: die zugehörigen Zahlen gehören 

zum Exponenten d, 

BeispieL Um die Zahlen zu finden, die für den Modul 43 
zum Exponenten 7 gehören, nehme man die Indices, welche 

mit 42 den grössten gemeinschaftlichen Divisor ^ = 6 haben. 

Es sind dies die Indices 6, 12, 18, 24, 30, 36, denen die 
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Zahlen 41; 4, 35; 16; 11; 21 entsprechen; was mit dem in 
§ 47 erhaltenen Resultat übereinstimmt. 

§ 66. Periode der Potenzreste einer Zahl. Summe 
und Produkt der Glieder. — Bilden wir die Reihe der 
Potenzreste einer Zahl a für den Modul j>; so werden wir, 
wenn a zum Exponenten t gehört; als ^^* Glied 1 erhalten; 
und von da ab kehren dieselben Reste in derselben Reihen- 
folge wieder. Die Reste von a bis a* ^1 nennt man die 
Periode von a, und über diese Periode gelten folgende Sätze: 

Lehrsatz I. Die Summe aller Glieder der Periode 
einer Zahl a ist ^O(mod.|)). 

Beweis. Es sei 1; a, a*; . . ., a'—^ die Periode von a, 
so ist 

1 + a + a^ + • • • + (^*~^ ~ 7 ' 

' ' ' ' a — 1 

Da nun a zum Exponenten t gehört, also 

«' ^ 1 (mod. p) 

ist; so wird diese Summe ^ (mod,p) sein, wofern nicht 

a ^ 1 (mod. p) 

ist. [In diesem Ausnahmefall besteht die Perio&e aus dem 
einen Gliede 1]. 

Beispiele. I. Die Zahl 2 hat för den Modul 17 die 
Periode 2, 4, 8; 16; 15, 13; 9; 1; die Summe dieser Zahlen 
ist 68 = (mod. 17). 

IL Die Zahl 4 hat für den Modul 43 die Periode 4, 
16; 21; 41; 35; H, L Die Summe dieser Zahlen ist 

129 = (mod. 43) . 

Lehrsatz IL Das Produkt aller Glieder der Periode 
einer Zahl a ist i£5 + 1 oder ^^ — 1 (mod.j?), jenach- 
dem der Exponent t, zu welchem a gehört; ungerade 
oder gerade ist. 

Beweis. Die Zahl a hat die Periode 

üy a^y . . ., a*, 
und das Produkt dieser Zahlen ist 

Ist nun erstens t=*2t' -{- 1, also ungerade, so ist 
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» 

und wegen a* =~zl 

P^ 1 (mod.jp). 

Wenn dagegen t'==2t\ also gerade ist^ so ergiebt sich 

und wegen a' ^ 1 

T^af ^ a^' ^ — 1 (mod. jp) . 

Beispiele. I. 2 gehört für den Modul 17 zum Expo- 
nenten 8, und die Glieder der Periode von 2 haben das 
Produkt 

2 . 4 . 8 . 16 . 15 . 13 . 9 . = 2 . 4 . 8 . (- 1) (- 2) (- 4) (— 8) 
= + (2 . 4 . 8)^ = 64« = (— 4)2 = 16 = ~ 1 (mod. 17). 

n. 4 gehört für den Modul 43 zum Exponenten 7^ und 
es ist, da 

4.11 = 1, 16 . 35 = 16 . (— 8) = - 128 E= 1 
und 

21 . 41 EEE 21 .(— 2) — - 42 = 1 (mod. 43) 

ist, das Produkt der Glieder der Periode 

4 . 16 . 21 . 41 . 35 . 11 . 1 = 1 (mod. 43). 

Anmerkung. — Der letzte Satz liefert einen neuen Be- 
weis des Wilson'schen Satzes. Bezeichnet nämlich a eine 
primitive Wurzel von j?, so enthält die Periode von a alle 
Zahlen 1, 2, 3, . . ., (p — 1). Da nun in diesem Falle 

^ = 1)— 1 
gerade ist, so muss 

1 . 2 . 3 ... (p — 1) zu — 1 (mod. p) 
sein. 

§ 57. Produkt aller primitiven Wurzeln einer 
Primzahl. — Die Primzahl 3 hat nur eine primitive Wur- 
zel, nämlich 2. Jede andere ungerade Primzahl hat, wie wir 
sehen werden, eine gerade Anzahl primitiver Wurzeln, von 
denen folgender Satz gilt: 

Lehrsatz. Das Produkt aller primitiven Wurzeln 
einer Primzahl |> ist ^ 1 (moAp). (Ausgenommen ist der 
Fall 1) = 3). 

Beweis. Bezeichnet g eine primitive Wurzel von p, so 
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wird ^ alle primitiven Wurzeln dieser Zahl darstellen^ wenn 
man Iz sämmtliche' Werthe annehmen lässt, die prim zu _p — 1 
und nicht grösser als p — 1 sind. Ist aber Ä; ein solcher 
Werth, so ist es auch p — 1 — Jfc. Für jeden Werth Ton \ 
für welchen also ^ eine primitive Wurzel ist^ ist auch g^^~^~~^ 
eine primitive Wurzel, und da 

^ gP-i-k ,^ gp-i ^ 1 (mod. p) 

ist, so lassen sich die primitiven Wurzeln von p in der Weise 
in Gruppen von je zweien zusammenstellen, dass das Produkt 
der beiden Wurzeln jeder Gruppe ^ 1 (mod. p) ist. Es muss 
also auch das Produkt aller primitiven Wurzeln ^ 1 (mod,p) 
sein. 

Dieser Beweis setzt voraus, dass Ä, wofern es prim zu 
p — 1 ist, auch von p — 1 — jfc verschieden sei, und dafe 
dies in der That der Fall ist, wollen wir jetzt zeigen: Eine 
ungerade Primzahl kann, durch 4 dividirt, nur 1 oder 3 als 
Rest geben. Für den Modul 4 zerfallen daher die ungeraden 
Primzahlen in 2 Klassen, in solche von der Form 4n + 1, 
wie 5, 13, 17, ... und in solche von der Form 4w + 3, wie 
3, 7, 11, Wäre nun Je == jp — 1 — Ä, so müsste 

sein. Wenn also p die Form 4n + 1 hätte, so wäre k = 2n, 
und wenn p die Form 4w + 3 hätte, Ä = 2n + 1. Die Zahl 
Jc = 2n ist aber niemals prim zu p — 1 = 4w, und 

Jc = 2n + 1 

kann nur dann prim zu jp — 1 = 4w + 2 sein, wenn n = 0, 
also p = 3 ist. Diesen einen Fall ausgenommen, ist also der 
Satz für alle ungeraden Primzahlen bewiesen. 

Beispiel. Für den Modul 43 ist nach § 52 

31 = 3, 3*1 = 29; 35 =28, 3^^ = 20; 

31» = 12, 32» = 18; 31^ = 26, 320 = 5; 

3^-^ = 19, 323 = 34; 3" = 30, 3^^ = 33, 

und wir erhalten 

3.29= 87 = 1 (mod. 43), 

28 . 20 = 560 = 1 (mod. 43), 
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12.18 = 216=l(mod.43), 
26. 5= 130 = l(mod.43), 
19 . 34 = 646 = 1 (mod. 43), 
30 . 33 = 990 E3 1 (mod. 43) ; 
also ist auch das Produkt aller primitiven Wurzeln 

= 1 (mod. 43) . 

§ 58. Summe der primitiven Wurzeln einer Prim- 
zahl. — Der Rest, welchen die Summe aller primitiven Wur- 
zeln einer Primzahl p für den Modul p giebt, kann 0, + 1 
oder — 1 sein. Welchen dieser Werthe sie hat, hängt von 
der Zusammensetzung von p — 1 ab, wie der folgende Satz 
von Gauss angiebt: 

Lehrsatz. Die Summe aller primitiven Wurzeln 
einer Primzahl p ist ^ (mod. p), wenn jj — 1 durch ir- 
gend eine Quadratzahl theilbar ist; sie ist + 1 (mod. ^), 
wenn die Zahl p — 1 jeden ihrer Primfactoren nur in 
der ersten Potenz enthält, und zwar ist das obere 
oder das untere Zeichen zu nehmen, jenachdem die 
Anzahl dieser ungleichen Primfactoren von p — 1 ge- 
rade oder ungerade ist. 

Beispiele. I. 1) 17 hat die 8 primitiven Wurzeln 3, 5, 
6, 7, 10, 11, 12, 14, deren Summe 68 = (mod. 17) ist 

2) 61 hat die 16 primitiven Wurzeln 2, 6, 7, 10^ 17, 18, 
26, 30, 31, 35, 43, 44, 51, 54, 55, 59, deren Summe 

= 8 . 61 = (mod. 61) 

ist. Man beachte, dass 16 selbst eine Quadratzahl, und dass 
60 durch 4 theilbar ist. 

IL 1) 7 hat die 2 primitiven Wurzeln 3, 5, deren Summe 
8 = + 1 (mod. 7) ist. 

2) 11 hat die 4 primitiven Wurzeln 2, 6, 7, 8, deren 
Summe 23 ^ -|- 1 (mod. 11) ist 

Man beachte, dass 6 »» 2 . 3, 10<=2.5, dass also so- 
wohl 6 wie 10 eine gerade Anzahl Primfactoren enthält. 

m. 1) 31 hat die 8 primitiven Wurzeln 3, 11, 12, 13, 
17, 21, 22, 24, deren Summe 123 = — 1 (mod. 31) ist 
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2) 43 hat die 12 primitiven Wurzeln 3, 5, 12, 18, 19, 
20, 26, 28, 29, 30, 33, 34, welche die Summe 

257 = — 1 (mod. 43) 

haben. Es ist 30 -= 2 . 3 . 5, 42 = 2 . 3 . 7, also in beiden 
Fällen die Anzahl der ungleichen Primfactoren von p — \ 
ungerade. 

Beweis. Es sei jp — 1 =i a" 6/* c^ . . . , wo a, &, c, — un- 
gleiche Primzahlen, a, /3, }/, . . . ganze positive Zahlen bezeich- 
nen. Femer seien 

die (p(a") Zahlen, welche zum Exponenten a" gehören, 

JBj, JBj, . . . , B(p{bß) 

die q) (6/*) Zahlen, welche zum Exponenten W gehören, u. s. w. 
Dann ist nach § 49 jedes Produkt AB . . , eine primitive 
Wurzel von p (eine zum Exponenten a^hP , . .= p — 1 ge- 
hörende Zahl). Da man nun durch Verbindung jeder der 
Zahlen A mit jeder der Zahlen jB, u. s. w. offenbar 

9{^) 9>(P^) " ' == q>{p — 1) 
Produkte bilden kann, und da jp ebenso viele, nämlich g>(^p — ^) 
primitive Wurzeln besitzt, so wird durch das angegebene Ver- 
fahren jede primitive Wurzel und zwar jede nur ein ein- 
ziges Mal ausgedrückt, wofern jene Produkte für den Modul 
p incongruent sind. 

Dass dies der Fall ist, lässt sich leicht darthun. Wäre 
nämlich 

AmBn . . . ^ Am' B^ . . . (mod. p) , 

so würde sich durch Erheben auf die Potenz h^c"^ , . . 

oder, da 

J5f = J5f = • • • = 1 (mod. !>) 
sein soll, 

d. k 

¥ c"» . . . Ind. Am^^h? C . . . Ind. A,^ (mod. oCMet . . .), 

und weiter 

Ind. Am ^ Ind. A^i (mod. a") 
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ergeben. Nun ist aber nach § 55 sowohl Ind. Am, als auch 
Ind. Am' ein Vielfaches von 6/* c^ . . . , etwa 

Ind. Am = Ä6^ cy . . . , Ind. -4,^' = 1c'¥c^ . . .. 

Aus der letzten Congruenz würde somit 

k^k' (mod. a«) , 
also etwa 

k = k' +.X . a" 

folgen. Es wäre demnach ^ wenn die Basis des Indexsystems 
mit g bezeichnet wird, 

und weiter 

oder, da ^^^^ ^ 1 (mod.jp) ist, 

Ai = ^n' (mod. p) , 
während doch Am, Am' incongruent sein sollen. 

Die Summe aller primitiven Wurzeln von p ist also iden> 
tisch mit der Summe aller jener Produkte oder, was dasselbe 
ist, mit dem Produkt 

(^, + ^ + ..-)(-Bi + 5,+ -0-'-. 
Suchen wir jetzt einen beliebigen Factor dieses Produkts, etwa 

d. i. die Summe aller zum Exponenten a" gehörigen Zahlen 
zu bestimmen. 

Es sei erstens a «=» 1. Ist dann A eine zum Expo- 
nenten a gehörende Zahl, so gehören nach § 47 auch die 
Potenzen J.^, A% ..., A^~^ zu diesem Exponenten, und da 
nach § 56, I 

1 + A + A^-l h ^«-1 = (mod.p) 

ist, so wird in diesem Falle 

A + A^-] h A<^^ = — 1 (mod. jj) 

sein. 

Wenn zweitens a>l und A eine zum Exponenten a" 
gehörende Zahl ist, so gehören nach § 47 auch alle diejenigen 
Potenzen, deren Exponenten prim zu a^ sind, zu diesem Ex- 
ponenten. Es sind dies die Zahlen 

A A^ A^ Aaf^—l 

Wertheim, Zahlentheorie. 9 
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mit Ausschluss der Zahlen 

XL y Ja. ) XL y . , , j XX ^ 

ihre Summe ist somit 

oder auch 

{\ + A + A^-\ h ^«"-1) 

— (1 + ^« + ^»« H h ^«"^-«), 

und diese DiflFerenz ist ^ (mod. p) , da nach § 56 , I jeder 
ihrer Theile es ist. 

Wir haben oben die Summe aller primitiven Wurzeln von 
p als ein Produkt 

(^, + ^ + •••) (B. + ^, + •••)•• • 

von so viel Pactoren dargestellt, als j) — 1 ungleiche Prim- 
zahlen a, 6, c, . . . enthält. Wenn nun p — 1 eine Primzahl 
a in einer höheren als der ersten Potenz enthält, so ist der 
entsprechende Factor -4^ + -^g + * ' •; ^^^ somit das ganze 
Produkt ^ (mod. p) - Kommt dagegen in der Zahl p — 1 
jeder ihrer Primzahlfactoren nur in der ersten Potenz vor, so 
hat jeder Factor jenes Produkts in Beziehung auf den Modul 
p den Rest — l. Die Summe aller primitiven Wurzeln von 
p ist also 

zu + 1 oder ^e — - 1 (mod. p) , 

jenachdem die Anzahl der ungleichen Primzahlfactoren von 
p — 1 gerade oder ungerade ist. 

Anmerkung. — Dieser Satz lässt folgende Verallgemei- 
nerung zu: Die Summe aller zu einem Divisor d von p — 1 
als Exponenten gehörigen Zahlen ist ^ (mod. p), wenn d 
durch eine Quadratzahl theilbar ist; sie ist ^ + 1 (mod. j)), 
wenn die Zahl d jeden ihrer Primfactoren nur in der ersten 
Potenz enthält, und zwar ist das obere oder das untere Zeichen 
zu nehmen, jenachdem die Anzahl der ungleichen Primfactoren 
von d gerade oder ungerade ist. Den Beweis, der mit dem 
vorhergehenden, von einigen Ausdrücken abgesehen, zusam- 
menfällt, übergehen wir. Noch ein Beispiel zur Erläuterung: 

Wenn jp = 61 ist, so hat p — 1 == 60 die 12 Divisoren 
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1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60, und es ergiebt sich 
die folgende Tabelle: 



Zum 
Exponenten 






gehören < 


iie Zahlen 




— 


Summe derselben 


2 


60 














60 1 


3 


13, 


47 














60 1 


4 


11, 


50 














61 


5 


9, 


20, 


34, 


58 










121 1 


6 


14, 


48 














62 hl 


10 


3, 


27, 


41i 


52 










123 hl 


12 


21, 


29, 


32, 


40 










122 


15 


12, 


15, 


16, 


22, 


25, 


42, 


66, 


57 


245 + 1 


20 


8, 


23, 


24, 


28, 


33, 


37, 


38, 


53 


244^ 


30 


4, 


5, 


19, 


36, 


39, 


46, 


46, 


49 


243 1. 


60 


Die oben 


schon 


angegebenen 


16 Zahlen 
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Sechstes Kapitel. 

Fotenzreste für zusammengesetzte Moduln. 

§ 59. Periodicität der Reihe der Potenzreste. — 
Lehrsatz. Wenn eine Zahl a prim zum Modul m ist, 
so befindet sich unter den m ersten Gliedern der 
Reihe 

abgesehen von der Zahl 1, wenigstens noch ein Glied, 

welches ^ 1 (mod. m) ist. 

Beweis. Da a prim zu m ist, so muss auch jedes Glied 

der Reihe (1) prim zu m sein, d. h. die Reste der Potenzen (1) 

müssen sich unter den q)(in) Zahlen vorfinden, welche prim 

zu m und nicht grösser als m sind. Da nun in jedem Falle 

m > g> (m) ist, so müssen unter den m ersten Gliedern von (1) 

zwei Potenzen vorhanden sein, welche denselben Rest haben. 

Es sei 

a*+" ^ a* (mod. m) . 

Da a, also auch a^ prim zu m ist, so kann man diese Con- 
gruenz durch a* dividiren und erhält 

a*» ^ 1 (mod. m) , 

wo jfe + I*, also um so mehr w < m ist. '^ 

Aus diesem Satze lassen sich dieselben Schlüsse ziehen, 
wie aus dem entsprechenden Satze für Primzahlmoduln. Wir 
nennen wieder die kleinste Zahl n, für welche a**^! (mod.w) 
ist, den Exponenten, zu welchem die Zahl a für den 
Modul m gehört. Es bilden dann die Reste der Potenzen 

eine periodische Reihe, indem die Reste der n ersten Glieder 
(Periode von a), die sämmtlich von einander verschieden sind, 
sich in unveränderter Folge wiederholen. 
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So z. B. gehört die Zahl 5 für den Modul 36 zum Ex- 
ponenten 6; denn es ergiebt sich als Reihe der Potenzreste 
von 5 ftlr diesen Modul 

5, 25, 17, 13, 29, 1. 

§ 60. Der verallgemeinerte Permat^sche Satz. — 

Für jede Zahl a, die prim zum Modul m ist, besteht 

die Gongruenz 

avim):^ 1 (mod, w). 

Beweis. Es seien 

(1) «1, «2, . . ., CCfp(m) 

die q)(fn) Zahlen, welche prim zu m und nicht grosser als m 
sind. Wird jede dieser Zahlen mit a multiplicirt, so erhalten 
wir die Produkte 
(2) a^a, a^a, . . ., «^(m)«, 

deren Reste von einander verschieden sein müssen; denn aus 
der Annahme c«*« ^ «^ a (mod. m) würde sich durch die hier 
zulässige Division durch a ergeben, dass a^ ^ a^ sein müsste, 
während a* und «x als von einander verschiedene Zahlen der 
Reihe (1) vorausgesetzt worden sind. Da nun noch jede der 
Zahlen (2) prim zu m ist, so müssen die Reste der Pro- 
dukte (2) in irgend einer Reihenfolge mit den Zahlen (1) 
übereinstimmen. Es ist daher auch das Produkt aller Zahlen 
(2) dem Produkte aller Zahlen (1) congruent, also 

«^«2 • • • öfy(m)a^^"*^ ^ «lÄg • • • «y(m) (mod. m), 

und hieraus folgt durch Division mit a^ag . . . «(^(m) 

Q(pim) ^ 1 (mod. m), 

Zusatz. Der Exponent, zu welchem eine Zahl a, 
die prim zum Modul m ist, für diesen Modul gehört, 
ist ein Divisor von (p{in). 

Der Beweis stimmt ganz überein mit dem oben für den 
Satz II des § 46 gegebenen. 

§ 61. Vertheilung der Zahlen, die prim zu m 
sind, unter die Divisoren von g>(fn) als Exponenten, 
zu welchen sie für den Modul m gehören. — Be- 
ginnen wir der Deutlichkeit halber auch hier mit einigen 
Beispielen. 
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Es sei m = 25 , so hat 9 (m) »= 20 die 6 Divisoren 
1, 2, 4, 5; 10, 20, und die 20 Zahlen, die prim zu 25 sind, 
vertheilen sich unter diese Divisoren folgendermafsen: 



Zum 
Expooenieii 



gehören die Zahlen 



1 1 

2 24 
.4 7, 18 

5 6, 11, 16, 21 

10 4, 9, 14, 19 

20 I 2, S, 8, 18, 13, 17, 22, 23. 

Zweitens sei m «=■ 15, so hat 9)(i») «= 8 die 4 Divi- 
soren 1, 2, 4, 8, und wir erhalten die Tabelle: 



Zorn 
Exponenten 



gehören die Zahlen 



1 
2 
4 

8 



4, 11, 14 
2, 7, 8, 13 
keine. 



Drittens sei m = 98, so hat q>{m) = 42 die 8 Divi- 
soren 1, 2, 3, 6, 7, 14, 21, 42, und wir erhalten die Tabelle: 



Zum 
Exponenten 


gehören die Zahlen 


1 


1 


2 


97 


3 


67, 79 


6 


19, 31 


7 


15, 29, 48, 57, 71, 85 


14 


13, 27, 41, 55, 69, 83 


21 


9, 11, 21, 23, 37, 39, 51, 53, 65, 81, 93, 95 


42 


3, 5, 17, 33, 45, 47, 59, 61, 73, 75, 87, 89. 



Endlich sei noch m 
erhalten die Tabelle: 



16. Dann ist 9?(m) = 8, und wir 



Zum 
Exponenten 



1 
2 
4 

8 



gehören die Zahlen 



7, 9, 15 

3, 5, 11, 13 

keine. 
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Diese Beispiele zeigen ; dass der für Primzahl Kuoduln be- 
wiesene Satz: „Zu jedem Divisor d von (p(jp) gehören 
q)(d) Zahlen^' bei zusammengesetzten Moduln im Allgemeinen 
nicht gilt. Für die Moduln 15, 16 giebt es keine zu den 
höchsten Exponenten (in beiden Fällen 8) gehörende Zahl^ 
d. h. 15 und 16 besitzen keine primitiven Wurzeln, vrährend 
25 und 98 sich in dieser Beziehung ganz wie Primzahlen 
verhalten. Da nun die primitiven Wurzeln das Fundament 
aller weiteren Entwicklungen des vorigen Kapitels waren, so 
müssen wir zunächst bestimmen, welche zusammengesetzten 
Zahlen primitive Wurzeln besitzen, und welche nicht. 

§ 62. Ermittlung der Zahlen, welche keine pri- 
mitiven Wurzeln besitzen können. — Jede zusammen- 
gesetzte Zahl m lässt sich auf die Form 

fn = 2''p^qf^ • • • 

bringen, wo x, A, ft, ... ganze positive Zahlen, p, q, • . ^ von 
einander verschiedene ungerade Primzahlen bezeichnen. Ist 
nun eiüe Zahl a prim zu m, so ist sie auch prim zu jedem 
Factor von m, und wir erhalten nach dem verallgemeinerten 
Fermat'schen Satze 

ejy(2^)=l (mod. 2^^), 

av(p^) = 1 (mod. y), 

afpi9^)^=El (mod. qf) , 



Bezeichnet jetzt M das kleinste gemeinschaftliche Viel- 
fache der Zahlen 9>(2*), ^(pO, (p{q^), . . ., so ist auch 

a^ = 1 (mod. 2^) , 

a^^l (mod. p^) , 



; 



und da somit die DiflFerenz a^ — 1 durch jede der relativen 
Primzahlen 2*, 2>^, q^y ... theilbar ist, so muss sie auch durch 
das Produkt derselben, d. i. m theilbar sein, d, h. es ist 

a^^l (mod. rn) . 

Der Exponent, zu welchem a gehört, ist also M oder ein Divi- 
sor von M. 

Nun wird a eine primitive Wurzel von m sein, wenn es 
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zum Exponenten (p(fn) «= 9>(2'')g)(2)^) . . . gehört, und dies wird 
nur dann der Fall sein könneli, wenn 

ist, d. h. wenn die Zahlen g)(2*), (p{p^)j . . . sämmtlich prim 
zu einander sind. Offenbar ist aber jede der Zahlen 

9(y) =i>*-Kp - 1); 9(r) = r-Hq - i), - • • 

gerade, und ebenso ist g>(2*') «= 2*~^ gerade, wenn x> 1 ist 
Daher ist M jedenfalls kleiner als g)(2*)g)(|>^) . . ., oder es 
giebt keine primitiven Wurzeln in den beiden folgenden 
Fällen: 

1) wenn der Modul m mehr als eine ungerade Primzahl 
enthält; 

2) wenn der Modul m zwar nur eine ungerade Primzahl, 
aber eine höhere als die erste Potenz von 2 enthält. 

Es erübrigt noch, den Fall zu untersuchen, in welchem 
m == 2*^, also 9?(m) = 2*"~^ ist. Da wir uns überhaupt nur 
mit den Zahlen beschäftigen, die prim zum Modul sind, so 
haben wir jetzt nur die ungeraden Zahlen ins Auge zu fassen. 
Jede solche Zahl a kann, durch 4 dividirt, den Rest 1 oder 
3 ^ — 1 geben, also von der Form 

a=l + 2^k oder a = - 1 + 2^k 

sein. Für beide Formen ergiebt sich der Reihe nach 



a^ 


= 1 + 2"*!, 


a^' 


— 1 + 2*Ä;ä, 


a^ 


-1 + 2^*3, 


0?" 





WO fc, Äj, /kg) • • •; ^x— 2 ganze Zahlen bedeuten. Ist nun x > 2, 
so liefert die letzte Gleichung 

ai^'Ca'^) ^1 (mod. 2»^); 

es giebt also drittens keine primitive Wurzel, wenn der Modul 
eine höhere als die zweite Potenz von 2 ist. 

Dan ach kann es nur in den folgenden drei Fällen primi- 
tive Wurzeln geben: 

1) wenn der Modul eine Potenz einer ungeraden Primzahl ist; 
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2) wenn der Modul das Doppelte einer Potenz einer un- 
geraden Primzahl ist; 

3) wenn der Modul gleich 4 ist. 

§ 63. Primitive Wurzeln einer Potenz einer un- 
geraden Primzahl. 

Lehrsatz L Jede primitive Wurzel g von j>* muss 
auch primitive Wurzel von p sein. 

Beweis. Wir nennen den Exponenten, zu welchem g für 
den Modul |> gehört, x und beweisen, dass x^=p — 1 sein 
muss. Da 

g* ^\ (mod. p) 

sein soll, so können wir 

setzen, wo \ eine ganze Zahl bezeichnet. Durch Erhebung 
auf die p^ Potenz folgt hieraus 

Jedes Glied der rechten Seite, mit Ausnahme des ersten Gliedes, 
ist durch p^ theilbar. Wir können nun alle diese durch p^ 
theilbaren Glieder zusammenfassen und 

schreiben, wo Tc^ eine neue ganze Zahl bezeichnet. Auf diese 
Weise ergiebt sich weiter 

^P-' = 1 + lc^p\ 



wo feg, ..., hx ganze Zahlen bezeichnen. Wegen der letzten 
Gleichung ist 

^^^""^ ^ 1 (mod. pPj . 

Nun soll g eine primitive Wurzel von p^ sein, also für diesen 
Modul zum Exponenten (j? — 1) pl^"^ gehören. Es muss daher 
xp^""^ ein Vielfaches von (jp — 1) ^~^ , d. h; x muss ein Viel- 
faches von p — 1 sein, x ist aber als der Exponent, zu wel- 
chem g für den Modul p gehört, auch ein Divisor von p — 1. 
Daher i^i x = p — 1, d. h. ^ primitive Wurzel von p. 
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Lehrsatz IL Eine primitive Wurzel g einer un- 
geraden Primzahl p ist immer, aber auch nur dann 
primitive Wurzel von |)*, wenn die Zahl ^^—^ — 1, die 
nach dem Fermat'schen Satz stets durch |? theilbar ist, 
nicht auch durch p^ theilbar ist. 

Beispiele. 1) Nach § 50 ist 2 primitive Wurzel der Prim- 
zahlen 3, 5, 11, 13, 29. Da nun 2* — 1 = 3 nicht durch 9, 
2* - 1 = 15 nicht durch 25, 2^« — 1 = 1023 nicht durch 121, 
2^« - 1 = 4095 nicht durch 169 und 2^» - 1 = 268435455 
nicht durch 841 theilbar ist, so ist 2 auch primitive Wurzel 
aller Potenzen 3"*, 5"», 11"», 13»", 29"», wo m jede ganze posi- 
tive Zahl sein kann. 

2) 3 ist primitive Wurzel von 7 und 1?. Nun ist 
3« - 1 = 728 nicht durch 49 und 3^« — 1 = 43046720 nicht 
durch 289 theilbar; also ist 3 auch primitive Wurzel aller 
Potenzen 7"», 17"». 

Beweis. Bezeichnen wir den Exponenten, zu welchem g 
für den Modul p?" gehört, mit x, setzen also 

(1) ^* = 1 (mod. !>*) 

voraus, so muss nach § 60 a; ein Divisor von 9?(jp^) =p^~'^{^p — 1) 
sein. Wenn aber die Congruenz (1) besteht, so ist jedenfalls auch 

(2) g^=\{moA.p), 

also, da g primitive Wurzel von p sein soll, x ein Vielfaches 
von p — 1. Daher und weil p prim zm p — 1 ist, muss x 

von der Form 

x=piy {p - 1) 

sein, wo y < oder = A — 1 ist. 

Nun ist die Zahl g^'~'^ — 1 nach dem Fermat' sehen Satze 
jederzeit durch p, möglicherweise aber auch durch eine höhere 
als die erste Potenz von p theilbar. Es sei |5^+* die höchste 
in g^^^ — 1 aufgehende Potenz von p, also \ 

so erhalten wir durch Erhebung auf die p^ Potenz 
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WO Jc^y ^2, . . ., Äy+i ganze Zahlen bedeuten. Daraus folgt, 
wenn e -{' y -{- 1 == l angenommen wird , 

^(P-i)2^-^-^r-i(mod.y), 

d. h. der Exponent, zu welchem g für deh Modul p^ gehört, 
ist (p — l)p^~^~^. Wenn also e = ist, so gehört g zum 
Exponenten {p — l)i>^"~^ = ^Op*)) wenn aber e von ver- 
schieden ist, so gehört g zu einem Exponenten^ der kleiner 
als (p{p^) ist. Im ersteren Falle ist daher g primitive Wur- 
zel von p^j im zweiten Falle nicht. 

Lehrsatz III. Die Zahl p^ besitzt 

q>(p{p^) ==(p[(p— l)y-^] = 9>(F — 1) 9^(i>^""') 
primitive Wurzeln. 

Beweis. Es sei g eine von den <p{p — 1) primitiven Wur- 
zeln von p, so wird die Zahl a = g -{- kp, in der Je eine ganze 
Zahl bezeichnet, gleichfalls primitive Wurzel von p sein, a 
wird nach dem Satz II auch primitive Wurzel von p^ sein, 
wenn Je so gewählt wird, dass der Ausdruck (P'~^ — 1 nicht 
durch p^ theilbar sei. Es ist aber 

ar-^ — l = {g -{- Jcp)p-^ — 1 

= (9'-' - 1) + ^^9'-'Jcp + R, 

wo jB eine Summe von Gliedern bezeichnet, von denen jedes 

durch p^ theilbar ist. Damit nun oP""^ — 1 nicht durch p^ 

^p — 1 -t 

theilbar sei, darf 1- (p — 1) g^^^Jc^ welche Zahl wir 

der Kürze halber Ä nennen wollen, nicht durch p theil- 

* 

bar sein. 

Die Zahl Ä besteht aus zwei Theilen; der erste Theil 

kann durch p theilbar sein; dann ist A durch p nicht 

theilbar, wenn der zweite Theil, d. i. {p — V) g^~^Jc es nicht 
ist, oder, da (p — 1) und g prim zu p sind, wenn Je durch p 
nicht theilbar ist. Ertheilt man also in dem Ausdruck 

a=^ g -^-Jcp 

Je solche Werthe, die durch p nicht theilbar sind, so stellt 
derselbe nur primitive Wurzeln von p^ dar. Will man nur 
die primitiven Wurzeln erhalten, die für den Modul p^ incon- 
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{^ruent sind, so hat man Tc die ^{j^'^^) Werthe beizulegen, die 
prim zu p und nicht grösser als j^"^ sind. Auf diese Weise 
erhält man daher 9>(i)^~*) primitive Wurzeln von p*. 

oP-i — 1 
Wenn der erste Theil von -ä, d. i. nicht dnrch 

p theilbar ist, sondern den kleinsten Best a für p als Modul 
hat, so ist 

Ä^a -^ (p — l)gP-^k ^ a — gP-^Jc (mod.|j) , 

und da A und 

Äg ^ ag — Je (mod. p) 

gleichzeitig durch p theilbar sind, so sehen wir, dass A durch 
p nicht theilbar sein wird, wenn ag — k einen von Null ver- 
schiedenen Rest für den Modul p hat, d. h. wenn 

Ä = «ö' + Ä 

angenommen wird, wo h jede Zahl sein kann, die prim zu 
p ist. Für jeden solchen Werth von k stellt der Ausdruck 

a=g']'kp 

eine primitive Wurzel von p^ dar. Will man nur die für 
den Modul p^ incongruenten primitiven Wurzeln von p^ nehmeD, 
so darf man k nur die ^Qp^""^) Werthe beilegen, die prim zu 
p und nicht grösser als p^^^ sind. In jedem Falle, A mag 
durch p theilbar sein oder nicht, liefert also jede primitive 
Wurzel g von p uns (fip^"^) primitive Wurzeln von p^. 

Dass die primitiven Wurzeln von p^, welche aus einer 
und derselben primitiven Wurzel g von p entstanden sind, von 
einander verschieden seien, geht aus ihrer Bildungsweise un- 
mittelbar hervor. Es kann aber auch keine der primitiven 
Wurzeln von p^y die einer primitiven Wurzel g von p nach 
dem Modul p congruent ist, zusammenfallen mit einer primi- 
tiven Wurzel von |/, die einer zweiten primitiven Wurzel g^ 
von p nach dem Modul p congruent ist; denn die Congruenz 

g + kp^g^ + kip (mod. p^) 
würde 

g + kp = g^ + \p (moA.p) 
oder 

g = g^ (mod. p) 

nach sich ziehen, und dies widerspricht der Voraussetzung, 
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da Qy g^ als incongruente primitive Wurzeln von p voraus- 
gesetzt werden. 

Da nun die Zahl p nach dem Früheren ^>{p — 1) primi- 
tive Wurzeln besitzt, da ferner jede derselben g>(jp^~^) primi- 
tive Wurzeln von p^ liefert, die sämmtlich von einander ver- 
schieden sind, und da endlich pi^ nach Satz I keine primitive 
Wurzel besitzt, die nicht auch primitive Wurzel von p (resp. 
einer primitiven Wurzel von p congruent) wäre, so ersehen 
wir, dass es für die Zahl p^ als Modul 

(p{p — 1) q}{p^^) = q)q>{p^) 
primitive Wurzeln giebt. 

§ 64. Ermittlung der primitiven Wurzeln der Po- 
tenzen einer ungeraden Primzahl. — Die Schlüsse, welche 
zum Beweise des vorhergehenden Satzes dienten, liefern uns 
auch ein Mittel, aus einer primitiven Wurzel g von p die zu- 
gehörigen 9>(j9^~^) primitiven Wurzeln von p^ zu berechnen. 
Wir wollen dies an einem Beispiel zeigen« 

Aufgabe. Aus den primitiven Wurzeln 2, 6, 7, 8 von 11 
die primitiven Wurzeln von 11^ = 121 zu berechnen. 

Auflösung, um zunächst die primitiven Wurzeln von 
121 zu finden, welche ^2(mod. 11) sind, bilden wir den 
Ausdruck 

2^<>— 1 _ 1024 — 1 Qo 

~~Ü~ — "iLl ^"^ ' 

Da diese Zahl ^ 5 (mod. 11) ist, so haben wir 

Tc=b.2 -f Ä 
zu setzen und h jeden Werth beizulegen, der prim zu 11 ist. 
Für jeden dieser Werthe wird 

a = 2 -f (10 + Ä) 11 = 112 -f UÄ 

eine primitive Wurzel von 121. Prim zu 11 und kleiner als 11 
sind die 10 Zahlen 1, 2, 3, . . ., 10, die wir durch die con- 
gruenten Zahlen — 10, — 9, . . ., — 1 ersetzen. Auf diese 
Weise erhalten wir die 10 primitiven Wurzeln 2, 13, 24, 35, 
46, 57, 68, 79, 90, 101. 
Zweitens ist wegen 

-^^ = 5496925 = 5 (mod. 11) 
Ä = 5.6-|-Ä = 30-fÄ 
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und 

o = 6 + (30 + Ä) 11 — 336 + IIA 

zu setzen ; und dieser Ausdruck liefert für die incongruenteo 
Werthe von h 

— 30, ~ 29, — 28, ... — 23, - 21, — 20 

( — 22 muss fehlen) 

die 10 primitiven Wurzeln 

6, 17, 28, 39, 50, 61, 72, 83, 105, 116. 
Drittens ist wegen 

^'\^ = 25679568 = 2 (mod. 11) 

ÄJ = 2.7 + Ä=14 + Ä 
und 

a = 7 + (14 + Ä) 11 = 161 + UÄ 

zu setzen, und man erhält fQr 

A = - 14, - 13, - 12, - 10, — 9, . . ., — 4 

die 10 primitiven Wurzeln 

7, 18, 29, 51, 62, 73, 84, 95, 106, 117. 
Endlich ist wegeit 

QlO 1 

?_^^ -^ = 97612893 = 4 (mod. 11) 

Ä; = 4.8 + Ä = 32 + A 
und 

a = 8 + (32 + A) 11 =360 + IIA 

zu setzen, und man erhält fQr 

A = — 32, — 31, — 30, ... , — .23 

die 10 primitiven Wurzeln 

8, 19, 30, 41, 52, 63, 74, 85, 96, 107 . 

§ 66. Primitive Wurzeln des Doppelten einer 
Potenz einer ungeraden Primzahl. — Lehrsatz. Eine 
ungerade Zahl a gehört für jeden der beiden Moduln 
jp^, 2p^ zu demselben Exponenten. 

Beweis. Wird der Exponent, zu welchem a für ^ gehört^ 
mit ty derjenige, zu welchem a für 2p^ gehört, mit t' bezeich- 
net, so ist zunächst 

a* -uz 1 (mod. p^) . 
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Nun ist aber a, also auch a* ungerade, d. h. 

a' = 1 (mod. 2) , 

und da j^ prim zu 2 ist , auch 

a'^ 1 (mod. 2^^). 

t muss daher ein Vielfaches von t\ d. i. von dem Exponenten 
sein, zu welchem a für den Modul 2^ gehört. 
Aus der Annahme 

af ^ 1 (mod. 2 p^) 
folgt aber auch 

a^ ^ 1 (mod.jp^), 

und diese Congruenz lehrt, dass t' ein Vielfaches von t^ d. i. 
von dem Exponenten sein muss, zu welchem a für den Modul 
p^ gehört. 

Es ist daher t = ^', wie zu beweisen war. 

Da nun ^(2^) = g?(2) ^(y) = q>(j^) ist, so sehen wir, 
dass jede ungerade primitive Wurzel von p^ auch primitive 
Wurzel von 2p^ sein wird. Jede gerade primitive Wurzel von 
p^ giebt, wenn wir sie, um sie zu einer ungeraden Zahl zu 
machen, um ^ vergrössern, gleichfalls eine primitive Wurzel 
von 2^, so dafs für den Modul 2p^ sich ebenso viele primi- 
tive Wurzeln, wie für den Modul ^ ergeben. 

Beispiel. 242 hat mit 121 die 21 ungeraden primitiven 
Wurzeln 7, 13, 17, 19, 29, 35, 39, 41, 51, 57, 61, 63, 73, 79, 
83, 85, 95, 101, 105, 107, 117 gemeinschaftlich. Die 19 ge- 
raden primitiven Wurzeln von 121 liefern, wenn jede um 121 
vergrössert wird, die 19 letzten primitiven Wurzeln von 242, 

nämlich 123, 127, 129, 139, 145, 149, 151, 167, 

171, 173, 183, 189, 193, 195, 205, 211, 217, 227, 237. 

§ 66. Vertheilung der Zahlen, welche prim zum 
Modul p^ oder 2p^ sind, unter die Divisoren von q){p^) 
oder (p{2p^) als Exponenten. — Wir können jetzt die in 
§ 61 angeregte Frage wieder aufnehmen und in aller Strenge 
beweisen, was sich nach den dort gegebenen Beispielen schon 
vermuthen liess, dass diejenigen zusammengesetzten Zahlen, 
welche primitive Wurzeln besitzen, sich auch hinsichtlich der 
Vertheilung der in Betracht kommenden Zahlen unter die 
verschiedenen in Betracht kommenden Divisoren als Expo- 
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nenten genau wie Primzahlen verhalten. Wir können näm- 
lich die folgenden Sätze beweisen: 

Lehrsatz I. Jede Potenz g^ einer primitiven Wur- 
zel g von |)^ oder 2p^ ist gleichfalls primitive Wur- 
zel dieses Moduls, wofern ihr Exponent Tc prim zu 

V^~^{p — 1) ist. 

Beweis. Wir nehmen an, ^r* gehöre für den Modul j^ 
oder 2^ zu einem Exponenten t, und beweisen, dass 

<=_p^-iQ,_i) 

sein muss. Da ^' ^ 1 (mod.|)^ oder 2]^) sein soll, so muss 
Tc t ein Vielfaches von ^"^ (j> — 1) sein, also, weil k prim zu 
jp^~* (jp — 1) ist, t ein Vielfaches dieser Zahl, t soll aber die 
kleinste Zahl sein, welche den Rest 1 liefert; es ist daher 

t - p"-' {p - -i) ,' 

d. h. ^* primitive Wurzel von p^ oder 2jp^. 

Zusatz. Jeder der Moduln jp^, 2p^ besitzt 

9[jp^-^(jp — l)] = 9>9)(l)^) 
primitive Wurzeln. 

Lehrsatz IL Jede Potenz gr* einer primitiven Wur- 
zel g, deren Exponent Je mit p^^(p — 1) einen grossten 
gemeinschaftlichen Divisor d hat, gehört zum Expo- 

p^-^ (p « 1) 

nenten ^^ ^j -- 

a 

Beweis. Es sei k = d¥ und ]^^{p — 1) = dp, wo k' 

und p' relative Primzahlen bezeichnen, so folgt, wenn der 

Exponent, zu welchem g^ gehört, wieder mit t bezeichnet wird, 

aus der Congruenz 

g^* ^l (mod. 2^ oder 2p^)f 

dass kt = d¥t ein Vielfaches von p^^^ip — 1) ^=dp'j also 
k't ein Vielfaches von p' und, da ¥ prim zu p' ist, t ein Viel- 
faches von p' sein wird. Da nun t den kleinsten der zuläs- 
sigen Werthe haben muss, so ist 

^j-A— -1 /^ <\ 

anzunehmen, d. h. ^ gehört zum Exponenten ^ • 

Anmerkung. Mittels dieses Satzes ist es leicht, sämmt- 
liche Zahlen, die prim zum Modul p^ oder 2p^ sind, unter die 
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Divisoreil von J^~~^{p — 1) als Exponenten zu vertheilen, so- 
bald man sie als Potenzen einer primitiven Wurzel des Moduls 
dargestellt hat. 

Lehrsatz fll. Zu jedem Divisor n von ]^~^{jp — 1) 
gehören q>{n) Zahlen. 

Beweis. Zu n als Exponenten gehört jede Potenz ^r* einer 
primitiven Wurzel g, deren Exponent Tc mit ^^~^ (p — 1) den 

grössten gemeinschaftlichen Divisor — = a hat. Alle 

diese Exponenten Tc sind Glieder der Beihe 

a, 2a, 3a, . . ., na == p^-~^(j) — 1), 
aus welcher wir, um die Zahlen übrig zu behalten, welche mit 
P^"^ (j? — 1) feeiD^en Divisor ausser a gemein haben , die 
Zahlen ma fortzulassen haben^ für welche m nicht prim zu 

— = n ist. Es bleiben also nur die Glieder ma zu- 
ck 

rück^ bei denen m prim zu n und nicht grösser als n ist, und 
da die Anzahl dieser Glieder g){n) ist, so gehören zum Divi- 
sor n als Exponenten q){n) Zahlen. 

§ 67. Auflösung der Congruenz 

ax^ ^ 6 (mod. p^ oder 2p^) . 

Ist g eine primitive Wurzel von p^ oder 2p^, so sind die Reste 
der Potenzen 

9. 9\ /,.••, 9"''" ^^« 
sämmtlich von einander verschieden, stimmen also in irgend 
einer Reihenfolge mit den Zahlen überein, welche prim zum 
Modul und nicht grösser als derselbe sind. Jede dieser Zahlen 
kann daher durch eine Potenz von g ersetzt werden^ und den 
Exponenten dieser Potenz nennen wir wieder den Index der 
Zahl. Wenn also 

a'^g^ (mod. i^ oder 2jp^) 
ist, so schreiben wir 

Ind. a^=: e [mod. i)^""^ (p — 1)] . 

Hat man nun wie für die Primzahlmoduln, so auch für die 
Moduln ^ und 2j)^ Indextafeln berechnet, so ist man im 
Stande, die binomische Congruenz 

aa?* ^ h (mod. p^ oder 2^) 

Wertheim, Zahlentheorie. 10 
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mit Leichtigkeit aufzulösen. Man erhält zunächst 

Ind. a-\- n Ind. x ^ Ind. b (mod. p**"^ |jp — 1]) ; 

diese Congruenz bestimmt Ind. x, und es liefern sodann die 
Tafeln den Werth, resp. die Werthe von x. 

Beispiel. Es sei die Congruenz 

3a;' = 8 (mod. 25) 

zu lösen. Man erhält 

Ind. 3 + 7 Ind. a: = Ind. 8 (mod. 20) , 

d. h. nach Tabelle I des Anhangs 

7 + 7 Ind. a; = 3 (mod. 20), 

7 Ind. a; = — 4 (mod. 20^. 

Diese Congruenz ersten Grades hat die Wurzel 

Ind. a; = 8 (mod. 20), 

und dann ist nach Tabelle II des Anhangs 

x^6 (mod. 25) . 

Aufgaben. (Die Antworten daneben eingeklammert.) 

1. 3a;« = 47 (mod. 50) [+ 7] 

2. 7a;* = l(mod. 9) L+ 4] 

3. 4a;^ = 1 (mod. 27) [+ 13] 

4. lla;*= 9 (mod. 98) [+ 3] 

5. 5a;« — 19 (mod. 98) [9; 15; 25] 

6. 3a;»=17(mod.22) [7] 

7. 7a;'= 9 (mod, 10) [3] 

8. 3a;* + 1 = (mod. 14) [+ 5] . 

9. Welche Zahlen endigen, auf's Quadrat erhoben, im 
Siebener System auf 11? 

a;* = 8 (mod. 49) [+ 20] . 

Also die Zahlen + 20 + 49 Ä, wo k jede ganze Zahl 
sein kann. 

10. 7ici« = 29(mod.l21) [+2, ±6, + 18, +41, +54] 

11. (x — bf = (a; + 5)8 (mod. 19) [+ 13] 

12. 49a;' = 3 (mod. 94) [3] 

13. 5a;^ = 41 (mod. 54) [7 ; 25 ; 43] . 
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§ 68. Der Modul 2\ — Für den Modul 2» = 4 ist 3 
eine primitive Wurzel. Für den Modul 2^ in welchem x > 2 
ist; giebt es aber, wie wir in § 62 gesehen haben^ keine zum 
Exponenten (p(2^) = 2*""^ geliörende Zahl, d. h. keine primi- 
tive Wurzel, da, wenn a eine beliebige ungerade Zahl be- 
zeichnet, schon die Potenz a^^^ ^ 1 (mod. 2^) ist. Die 
Zahlen, welche prim zum Modul 2* sind, d. h. die ungeraden 
Zahlen 

(1) 1, 3, 5, ..., 2«-l 

vertheilen sich also unter die Exponenten 

(2) 1, 2, 2 , ... , 2*""^ , 

und wir wollen jetzt sehen, wie diese Vertheilung erfolgt. 

Zum Exponenten 1 gehört nur die Zahl 1. Jede andere 
Zahl der Reihe (1) kann durch die Formel 

a = 2«+2 Je + 1 

ausgedrückt werden, wo w ^ und Je ungerade ist. Soll nun 
a zum Exponenten 2 gehören, so muss 

a^^l (mod. 2^^) 
sein. Es ist aber 

a^ = 2«+3Ä;i + 1, 

wo Äj eine ungerade Zahl bezeichnet, und damit a^, durch 2^ 
dividirt, den Rest 1 gebe, muss n + 3>x sein. Ist erstens 
w -f- 3 = X, also w-{-2 = x — 1, so haben wir, damit die 
Zahl a = 2^"^ ^ i 1 kleiner als 2** sei, Ä = 1 anzunehmen. 
Es gehören also zunächst die beiden Zahlen 2*""^ + 1, 2*^""^ — 1 
zum Exponenten 2. Ist zweitens 

w + 3 > X , also n -j- 2 > X — 1 , 

so muss man, da a < 2* sein soll, w + 2 = 3< und ifc = 1 an- 
nehmen, auch das Zeichen + durch — ersetzen. Auf diese 
Weise erhalten wir eine dritte zum Exponenten 2 gehörende 
Zahl, nämlich 2^ — 1. Es gehören also für den Modul 2* 
zum Exponenten 2 die drei Zahlen 

2"-^ - 1, 2^-1+ 1, 2^^ - 1. 

Um weiter allgemein die Zahlen zu bestimmen, die zum 
Exponenten 2', wo ^ > 1 sein soll, gehören, bilden wir aus 

a == 2»+« Je + 1 

10* 
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die Reihe der Gleichungen 

a* =2«+» ÄiH- 1, 

a«* = 2"+* Äg + 1 , 

in denen h, k^, k^j . . ., Jct ungerade Zahlen bezeichnen. Soll 
nun a für den Modul 2^^ zum Exponenten 2' gehören^ so mass 
wegen der letzten Formel 

n + 2 + t7>7i 
sein^ also 

n + 2^x — t. 

Wäre aber w + 2 > x — ^, etwa w + 2 = x — ^ + **; so 
würde 

a«*-" = 2»+«+'-» Ä,_„ 4- 1 = 2''kt^u + 1 

sein, d. h. schon die (2'""")*® Potenz von a würde far den Modul 
2* den Rest 1 liefern. Es ist daher n + 2 ^ x — t anzu- 
nehmen, d. h. zum Exponenten 2' gehören für den Modul 2* 
alle Zahlen von der Form 2**"'Ä + 1, wo i solche ungeraden 
Werthe beizulegen sind, dass die resultirenden Zahlen unter 
2* liegen. Diese Werthe von k sind offenbar 

Zu dem Exponenten 2* gehören also die 2* Zahlen 
2^-'± 1, 2«-' . 3 + 1, 2''-' . 5 + 1, . . ., 2«-' . (2' — 1) ± 1. 

Beispiel. Für den Modul 2^ = 32 ergiebt sich sofort die 
Tabelle 



Znm 

Exponenten 



gehören die Zahlen 



] 
2 
4 

8 



1 

16, 17, 31 
7, 9, 23, 25 

3, 5, 11, 13, 19, 21, 27, 29 . 



Von besonderem Interesse sind die Zahlen, die zum 
höchsten in Betracht kommenden Exponenten , zu 2*""* ge- 
hören. Wenn der Modul 2* = 8 ist, so gehören die Zahlen 
3, 5, 7 zum Exponenten 2*-« = 2 . 
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Ist X > 3, so gehören nach dem Frühereh zum Expo- 
nenten 2*""* die Zahlen 

2*+l, 2^3+1, 2^5 + 1,..., 22(2^^2_ 1)4. 1^ 

also alle Werthe, welche der Ausdruck 

a = 4Ä+l 

annimmt^ wenn man h die Werthe 1, 3, 5, . . ., 2^~^ — 1 bei- 
legt. Wird k = 2h' + 1 gesetzt, so wird 

a = 4(2Ä' + \)+\y 
also entweder 

8*' + 5 oder 8Ä' + 3, 

und um alle zum Exponenten 2*""* gehörenden Zahlen zu er- 
halten, haben wir in jeder dieser beiden Formen h' die Werthe 
0, 1, 2, . . ., 2*"^ — 1 zu ertheilen. 

Nun zerfallen die unter 2* liegenden 2"*""^ ungeraden 
Zahlen nach den Besten, die sie für den Modul 8 liefern, in 

4 Klassen von je — j— = 2*""* Zahlen, in Zahlen der Formen 

8Ä + 1, 8Ä + 3, 8Ä; + 5, 8Ä + '^1 ^^^ da zum Exponenten 
2*— 2 gerade 2*"^ Zahlen jeder der beiden Formen 8 ifc -f" 3, 
8Ä + 5 gehören, so sehen wir, dass alle Zahlen 8ifc + 3, 
8fc + 5 und nur diese zu 2*""* als Exponenten gehören. 

Es sei jetzt a eine Zahl von der Form 9^\ + 3, so er- 
hält man leicht die Formeln 

a =8^;^ + 3, a* = 8/c2 + 1, 

a» = 8A-g + 3, a* = 8^4 + 1 , 



wo \, A3, . . ., Ä X— 2 ganze Zahlen bedeuten. Alle diese Poten- 
zen von a sind, da a zum Exponenten 2'''~^ gehört, incon- 
gruent, und da es zwischen 1 und 2" überhaupt nur je 2*""' 
Zahlen jeder der Formen 8Ä + 1, 8Ä + 3 giebt, so lässt sich 
jede diesem Intervall angehörende Zahl 8Ä + 1 oder 8Ä + 3 
als Potenz von a darstellen. Aendert man die Zeichen der 
Zahlen 8Ä + 1> 8Ä + 3 oder nimmt (was dasselbe ist) die 
Ergänzungen derselben zum Modul, so erhält man auch alle 
Zahlen 8Ä -f 7, 8Ä -j- 5. 
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Ebenso kann man alle Zahlen der Formen 8^ -j~ ^^ 
8ifc + 5 als Potenzen der Zahl a = 84 + 5 darstellen, und 
die Ergänzungen dieser Zahlen zum Modul sind die Zahlen der 
Formen 8*+ 7, 84+3. 

Es lässt sich somit jede ungerade Zahl, die kleiner als 
der Modul 2* ist, durch eine mit dem Zeichen + oder — ge- 
nommene Potenz einer Zahl einer der beiden Formen 8A; -{- 3, 
8Ä + 5 ersetzen. 

§ 69. Auflösung der binomischen Congruenz 

aa^ ^ b (mod. 2*) . 

Gehört die Zahl a für den Modul 2" zum Exponenten t, so 
denken wir uns die gegebene Congruenz mit a*~^ maltiplicirt 
und erhalten, da a'^ 1 ist, 

a^ = a'-i 6 (mod. 2*) . 

Wir haben uns also nur mit der Congruenz 

x^ ^a (mod. 2*) 

zu beschäftigen. Um diese aufzulösen, nehmen wir eine zum 
Exponenten 2*~"* gehörende Zahl, am einfachsten 3 oder 5, 
und schreiben die Reste einer der Reihen 

(1) 3, 3^ 3», . . • , 3«*"' 

gleichgiltig welcher, hin. Die Reste von (1) geben alle dem 
in Rede stehenden Intervall angehörigen Zahlen der Formen 
8^+1? 8Ä + 3 und, mit dem Zeicheh — versehen, auch die 
Zahlen 8ifc + 7, 8ifc + 5- Aehnliches gilt von der Reihe (2). 
Wir können also jede Zahl 8Jc +1, 8* + 3, — {8h + 5), 
— (8Ä + 7) durch eine congruente Potenz von 3 ersetzen und 
den Exponenten dieser Potenz als Index der Zahl (für den 
Modul 2*—^) ansehen und behandeln. 

In die Indextafeln sind die Potenzreste von 3 für die 
Potenzen von 2, soweit diese unter 100 liegen, mit auf- 
genommen. 

Beispiele. 1) a;^ ee 25 (mod. 32) , 

2 Ind. X ^ 6 (mod. 8) , 

Ind. X ^ S (mod. 4) , 
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Ind. a? = 3 , 7 (mod. 8) , 

^ =±5; +11 (mod. 32). 
2) Die Congruenz a:' ^ 5 (mod. 32) 
ersetzen wir zunächst durch 

— rc' = — 5 (mod. 32) , 
d. i. 

(— xf = 27 (mod. 32) , 

und erhalten der Reihe nach 

7 Ind. (— a;) = 3 (mod. 8) , 

Ind. (— a?) ^ 5 (mod. 8) , 

— a? = 19 = — 13 (mod. 32), 

a: = 13 (mod. 32) . 

3) x^ = 13 (mod. 64) 

ist unmöglich. 

4) 3a;* = 31 (mod. 64) 

multipliciren wir mit 3** ^ 43 und erhalten, da 

31 . 43 = 1333 = 53 (mod. 64) 
ist, 

a;* = 53 (mod. 64) 

und weiter der Reihe nach 

(-a?)* = ll(mod.64), 

5 . Ind. (— x) :_- 7 (mod. 16) , 

Ind. (-a;)EE 11 (mod. 16), 

— a; = 59 = — 5 (mod. 64) , 

a; "^ 5 (mod. 64) . 

§ 70. Die binomische Congruenz im Falle eines 
beliebig zusammengesetzten Moduls. — Wir sind jetzt 
im Stande, die Congruenz 

aaf^ ^ h (mod. m) 
ffir einen beliebig zusammengesetzten Modul zu behandeln. Ist 

iw = 2»^ y 2^ . • ., 
wo py q, ... ungerade Primzahlen, x, A, fi, . . . ganze posi- 
tive Zahlen bezeichnen, so muss der Ausdruck ax^ — &, da 
er durch m theilbar sein soll, durch jede der Grössen 2*, jp^. 
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qf*, ... theilbar sein, d. h. die vorgelegte Congruenz zieht die 
folgenden nach sich: 

aa;* 3^ b (mod. 2*) , 



Wenn eine dieser Congruenzen unmöglich ist, so ist auch 
die vorgelegte unmöglich. Bezeichnet dagegen x^ eine Wur- 
zel der ersten; X2 eine Wurzel der zweiten Congruenz, u. s. w., 
so wird jede Zahl X, welche den Bedingungen 

X^x^ (mod. 2**) , X^ X2 (mod.p^) , . . . 

genügt, eine Wurzel der vorgelegten Congruenz sein. 

Beispiele. 1) Die Congruenz 

a:« = 19 (mod. 800) 

zieht die beiden folgenden nach sich: 

(1) 0;»= 19 (mod. 32), 

(2) a:«=19(mod.25), 

von denen die erste die Wurzel 11, die zweite die Wurzel 14 
hat. Wir haben also 

Z= 11 (mod. 32) und X = 14 (mod. 25) , 
d. h. 

11 + 32i*= 14 + 25i; 

zu setzen und erhalten 

7 M = 3 (mod. 25) , 

w ^ 4 (mod. 25) , 

X = 11 + 32 (4 + 25^) = 139 (mod. 800) . 

2) Die Congruenz 

6x^ = 101 (mod. 108) 

zieht die beiden folgenden nach sich: 

(1) 5a;^ = 101 (mod. 4), 

(2) 5a;2=101 (mod. 27). 

Die erstere hat die beiden Wurzeln +1, die zweite die bei- 
den Wurzeln + 2. Durch Verbindung jeder Wurzel der ersten 
mit jeder Wurzel der zweiten Congruenz ergeben sich dem- 
nach vier Wurzeln der vorgelegten Congruenz, nämlich 
+ 25, +29. 
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3) Welche Zahlen genügen gleichzeitig den beiden Con- 

gruenzen : 

5Ä;» = 19(mod.32), 

3:z;ö = 35(mod. 61)? 

Die erste Congruenz, mit 5"' ^ 13 (mod. 32) multiplicirt, 

geht über in 

ar^ = 23 (mod. 32) 

und hat nur die eine Wurzel x^7 (mod. 32) . 

Die zweite Congruenz hat die 5 Wurzeln 2, 7, 18, 40, 
55. Beiden Congruenzen gleichzeitig genügen also die Zahlen 
7, 551, 711, 1031, 1543 + 1952*. 

§ 71. Die Verwandlung gemeiner Brüche in Deci- 

malbrüche (Gauss, Disquisitiones, 312). — Ein Bruch — , 

in welchem m prim zu n und < n vorausgesetzt werden darf, 
lässt sich bekanntlich nur dann in einen endlichen Decimal- 
bruch verwandeln, wenn es eine durch n theilbare Potenz von 
10 giebt , wenn also n die Form 2** . 5^ hat , wo a , /3 ganze 
positive Zahlen sind, von denen jede auch Null sein kann. 
In jedem andern Falle setzt sich die Reihe der Decimalstellen 
ins Unendliche fort. 

Ist der Nenner » des vorgelegten Bruches gleich jp" 2^ . . ., 
"^o p, g', . . . ungleiche Primzahlen, a, /5, . . . ganze positive 
Zahlen bezeichnen, so können wir nach dem Früheren den 
Bruch in seine Partialbrüche mit beziehungsweise den Nennern 
P"} Q^} ' ' ' zerlegen und jeden dieser Partialbrüche in einen 
Decimalbruch verwandeln. Wir wollen daher von vorn her- 
ein voraussetzen, dass der Nenner n eine Primzahl p oder eine 
Potenz einer Primzahl pf* sei. 

Dies vorausgesetzt, sei e der Exponent, zu welchem die 
Zahl 10 für den Modul p*^ gehört, so sind die Beste der 
Potenzen 

10, 10^ 10«, ..., 10^-S 10«, 

für den Modul p" genommen, sämmtlich von einander ver- 
schieden; dasselbe gilt also auch von den Produkten 

10. m, 102. m, lO^m, ..., 10*. m, 

und da 10^ ^ 1 (mod. |)") ist , so wird 
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10* . w ^ w 

sein. Eä ist also lO' . m die erste Zahl dieser Reihe, welche 
bei der Division durch p^ wieder denselben Rest wie m lie- 

AM 

fert. Bei der Verwandlung von — in einen Decimalbruch er- 

hält man demnach e Decimalstellen , welche in unveränderter 
Reihenfolge wiederkehren , und welche man die Periode des 
Bruches nennt. Die Anzahl der Stellen der Periode eines 
Bruches ist also gleich dem Exponenten , zu welchem die 
Zahl 10 für den Nenner p" als Modul gehört; sie ist somit 
vom Zähler ganz unabhängig. Da z. B. 10 ^ 3 für den Modul 
7 zum Exponenten 6 gehört, so besteht die Periode jedes 
irreducibelen Bruches mit dem Nenner 7 aus 6 Ziffern« 

Hat ein Bruch — die Periode a^a^. . .üg, und ist 

m' ^ m . 10^ (mod. n), 
also 

m' SB m . 10/* + kn , 

wo k eine ganze Zahl bezeichnet, so ergiebt sich 

n ' n ' 

d. h. die Periode von — ist gleich derjenigen von — 10/* oder 
gleich a^_|.i a^+g . . . a« a^ o^ . . . a^ . Wir können also , wenn 
die Periode eines Bruches — berechnet ist, sofort die Periode 

jedes anderen Bruches — niederschreiben, dessen Zähler dem 
Produkt von m in eine Potenz von 10 nach dem Modul n 
congruent ist. So hat z. B. y die Periode 142857, und da 

2 = 1.102, 3 = 1. lOS 4 = 1.10% 5 = 1.10^ 
und 6 = 1 . 10» (mod. 7) 

ist, so sind die Perioden von y? y? Y' T^ T beziehungs- 
weise 

285714, 428571, 571428, 714285, 857142. 

So oft, wie in diesem Beispiel, 10 eine primitive Wurzel 
von n ist, lässt sich jede Zahl, die prim zu n ist^ als Potenz 
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YOD 10 darstellen; folglich kann man in diesem Falle die 

AM. 

Periode jedes irreducibelen Braches — aus derjenigen des 

Stammbruches — ohne Rechnung bilden. Ist dagegen 10 keine 

primitive Wurzel von n, sondern eine zum Exponenten f*<9(w) 
gehörende Zahl, wo dann nach dem Früheren ft ein Divisor 
von q)(n\ etwa g?(n) = Aft ist, so lassen sich aus der Periode 

von — nur die Perioden der u — 1 Brüche entnehmen, deren 

Zähler w^, m^. ..., w^_i den Potenzen 10, 10^, ..., 10^-^ 
für den Modul n congruent sind. Wir haben dann die Ent- 
wicklungen der fi Brüche 



n ' n ' n ' * * *' n 



Berechnen wir jetzt weiter (durch wirkliche Division) die 
Periode eines in der Reihe (1) nicht enthaltenen Bruches 

— - , so erhalten wir dadurch zugleich die Perioden der ft — 1 

Brüche, deren Zähler m/, m/, . . . , m'^_i beziehungsweise den 
Produkten 

10. w, lO^.m', lO^m', ..., 10''-^ . m' 

nach dem Modul n congruent sind, also die Entwicklungen 
der fi Brüche 



(2) 



m" 



n 



9 IT' IT 9 



n ' n ' n ' ' n 

In derselben Weise haben wir weiter mit einem Bruche 
zu verfahren, der sich weder in (1), noch in (2) vorfindet, und 



gelangen dadurch zu einer dritten, vierten, u. s. w. Reihe von 
Brüchen, bis endlich, nachdem wir ^-^- = l solcher Reihen 



m 



gebildet haben, alle echten irreducibelen Brüche — in Deci- 
malbrüche verwandelt sind. 

Beispiel. Für den Modul 13 gehört 10 zum Exponenten 

12 

6, und da — = 2 ist, so vertheilen sich die Brüche mit dem 

Nenner 13 in zwei Reihen. Es ist mod. 13 

10^ = 10, 10» = 9, 10»=; 12, 10* = 3, 10» = 4, 
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folglicli ent&ält die erste Reihe die Brüche 

(U _L iL -1 ^ 1? 1? 

^^ 13' 13* 13' 13' 13' 13' 

und da j^ die Periode 076923 hat, so haben die 5 übrigen 

Brüche der Reihe (1) beziehungsweise die Perioden 

230769, 307692, 692307, 769230, 923076. 

In der Reihe (1) kommt der Bruch — , der die Periode 

153846 hat, nicht vor; nun ist mod. 13 

2.10 = 7, 2.10^ = 5, 2. 10»= 11, 
2. 10* = 6, 2. 10-^ = 85 
folglich enthält die zweite Reihe die Brüche 

{9\ ^ A A JL A H 

^^ 13' 13' 13' 13' 13' 13' 

von denen die fünf letzten beziehungsweise die Perioden 

384615, 461538, 538461, 615384, 846153 
haben. (S. auch Gauss, Bd. II, p. 412 ff.). 

§ 72, Vermischte Aufgaben. 

1) Eine Zahl liegt zwischen 100 und 200. Schreibt man 
sie im Zahlensystem mit der Grundzahl Fünfzehn, so endet sie 
mit einer Vier; schreibt man sie aber im System mit der Grund- 
zahl Zwölf, so endet sie mit einer Zehn. Welche Zahl ist es? 

15a; + 4 = 12y -f- 10 

15Ä;^6(mod. 12), u. s. w. [154]. 

2) Ein mexikanischer Peso wird getheilt in 32 Cuartillas 
oder auch in 100 Centavos. Wie kann nun ein Mexicaner 
einem andern einen halben Centavo bezahlen? 

_ y == -— ^ 25a; ^ 4 (mod. 8), u. s. w. 

[Er zahlt 4 Cuartillas und lässt sich 12 Centavos her- 
ausgeben]. 

1277 

3) Den Bruch -^^ in Brüche mit den Nennern 2, 5, 7, 9 

zu zerlegen • [y + y + y + tJ* 

4) Welche Zahlen endigen sowohl im Fünfzehher-, wie im 
Zwölfer-System auf 34? 
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34 im Fünfzehner-System ist 49 im dekad. System 



34 „ Zwölfer- „ „ 40 „ 



if 



>f 



also liegen die beiden Congruenzen vor 

a = 49 (mod. 225) , a = 40 (mod. 144) . 

Die erste liefert a = 49 -|- 225 a;, und bei Einsetzung 
dieses Werthes geht die zweite über in 

49 + 225a: = 40 (mod. 144) , u. s. w. 
[1624 + 3600 Je, wo Ä = oder jede ganze positive Zahl 
sein kann] . 

5) Stellt man ein Regiment, das noch keine 3000 Mann 
beträgt, zu 3, 4, 5 und 7 auf, so bleibt keiner übrig. Würde 
man es aber zu 9 und 11 Mann aufstellen, so hätte man im 
ersten Falle 3 Mann zu wenig, im zweiten 3 zu viel. Wie 
stark ist das Regiment? 

[Die beiden Congruenzen 

420a: = — 3 (mod. 9) , 420a: = 3 (mod. 1 1) 
geben für die gesuchte Zahl 2940]. 

6) Zwei ganze Zahlen zu suchen, deren Produkt ihren 
doppelten Unterschied um 100 übertrifft. 

xy — 2(x — y) = 100, u. s. w. 

x= 2 + 



96 



y-2 



X 


1 


2 


4 


6 


10 


14 


22 


46 


30 


94 ' 


- H 


34 


26 


18 


14 


10 


8 


6 


4 


5 


3 _ 



7) Zwei ganze positive Zahlen zu finden, deren Differenz 
ihrem Quotienten gleich ist. 



X 



X — y ss=s — u. s. w. 
^ y ' 

a: = y+ 1 + ^-ri- 

[4,2]. 

8) Zwei ganze Zahlen anzugeben, deren Produkt das 
6fache ihrer Summe ist. 

a;y = 6 (a: + v)} u. s. w. 

a: =s=s 6 + 



36 



y — 6 



[7 u. 42, 8 u. 24, 9 u. 18, 10 u. 15, 12 u. 12]. 
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9) In der, augenscheinlich nicht im dekadischeii System 
geschriebenen y Rechnung 

121m ä * 2 Mk. = 4422 Mk. 

ist da, wo das Zeichen ♦ steht, eine Ziffer verwischt. Wie 
heisst diese Ziffer? In welchem System ist die Rechnung ge- 
schrieben, und wie wird dieselbe im dekadischen Systeme 
lauten ? 

Bezeichnet x die Grundzahl des Systems, y die Teirwischte 
Ziffer, so erhalten wir 

(x^ + 2a: + 1) (xy + 2) = 4x^ + 4a:» + 2a: + 2 

und daraus leicht 

Es ist also entweder a: = 2, y =: 2 oder a: = 5, y = 3; da 
aber im Zweier-System eine Ziffer 2 nicht existirt, so ist die 
erste Losung zu verwerfen. Die Rechnung ist also im Fünfer- 
System geschrieben, die verwischte Ziffer ist 3, und die Rech- 
nung lautet im dekadischen System 

36m ä 17 Mk. = 612 Mk, 

10) In einer Gesellschaft von 30 Personen (Männern und 
Frauen) verzehrt ein Mann doppelt so viel als eine Frau. 
Wenn sich nun die Rechnung auf 55,60 Mk. beläuft, wie viel 
Personen von jeder Art sind dann in der Gesellschaft? 

Es seien x Männer, also 30 — x Frauen; jeder Mann ver- 
zehre 2y Pf., jede Frau also y Pf., so erhalten wir die 

Gleichung 

2xy + SOy — xy ^ 5550, 

und daraus folgt leicht y = . . 

[20 Männer, jeder 2,22 Mk. und 10 Frauen, jede 1,11 Mk. 
7 „ „ o „ „ 26 „ „ 1,50 „ J . 

11) Welche Reste lässt die Zahl 2^ — 1 bei der Division 
durch 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19? 

[0, 0, 1, 4, 2, 0, 16] . 

11*) Welchen Rest lässt die Potenz 7359**«^ bei der Divi- 
sion durch 79? 
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Es ist 7359 = 12 (mod. 79), und 12 gehört für den 
Modul 79 zum Exponenten 26. Da nun 4431 = 11 (mod. 26) 
ist, so ist 

7359^31 = 12**»^ = 12" = 17 (mod, 79) . 

12) Jemand hat weniger als 10 Bücherschränke; jeder 
Schrank hat doppelt so viel Gefacher, als Schränke da sind, 
und jedes Gefach enthält 10 mal so viel Bände, als Gefächer 
in einem Schranke sind. Bei einem Umzug werden die Bücher 
in Körbe gelegt, von denen jeder 121 Bände fasst. Dabei 
stellt sich heraus, dass der letzte Korb nicht voll wird, sondern 
noch 9 Bände mehr aufnehmen könnte. Wie viel Schränke 
sind es? 

Für die Anzahl x der Schränke ergiebt sich die Congruenz 

40rr8 = 112 (mod. 121), u. s. w. 
[3 Schränke ä 6 Gefächer ä 60 Bde., also 1080 Bände.] 

13) Zwei arithmetische Reihen haben gleiche Endglieder. 
Die erste hat zum Anfangsglied 9 und zur Summe 25, die 
zweite zum Anfangsgliede 8 und zur Summe 36. Wie viel 
Glieder hat jede der Reihen? 

Weim die Zahl der Glieder der ersten Reihe mit x, 
die der zweiten mit y bezeichnet wird, so erhalten wir die 
beiden Gleichungen 

und durch Elimination des Endgliedes t 

50j/= 72x + xy, 
woraus sofort 



X 



3600 



-^^ = 50- 

2/+ 72 ^^ y + 12 



sich ergiebt. Eine Betrachtung der 45 Divisoren von 3600 
liefert dann die 21 verschiedenen Lösungen 



X 


2 


5 


10 


14 


20 


25 


26 


30 


32 


34 


35 


y 


3 


8 


18 


28 


48 


72 


78 


108 


128 


153 


168 


X 


38 


40 


41 


42 


44 


45 


46 


47 


48 


49 




y 


228 


288 


328 


378 


528 


648 


828 


1128 


1728 


3528 
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14) Zwei arithmetische Reiben haben gleiche Anfangs- 
glieder. Die erste hat zum letzten Qliede 39 und zur Summe 
aller Glieder 207, die zweite zum letzten Gliede 124 und zur 
Summe aller Glieder 917. Wie viel Glieder hat jede? 

Das Anfangsglied jeder Reihe sei a. Hat dann die erste 
Reihe Xy die zweite y Glieder, so ist 

f±J^a: = 207, i±i?*y = 917, 

und daraus folgt durch Elimination von a 

414y + 85a:y — 1834aj, 

18S4fl; 



y = 



86aj + 414' 



oe 1884« .86 ^oo^ 769276 

^ 86a; + ^^^ 86 x 4- ^^^ 

Die Betrachtung der 72 Divisoren von 

759276 = 2« . 3* . 7 . 23 . 131 

ergiebt nur die eine Losung a: = 9 , y «= 14 . 

(Da der Divisor, um 414 vermindert^ durch 85 theilbar 
sein soll, so sind nur die auf 4 oder 9 endigenden Divisoren 
ins Auge zu fassen.) 

15) Die wievielte Potenz von 7 lässt bei der Division 
durch 61 den Rest 4? 

7« = 4(mod.61), 

a: . Ind. 7 = Ind. 4, d. i. 49a; = 2 (mod. 60), u. s. w. [38] 

16*) Welche Reste können Potenzen von 4 für den Modul 9 
haben, und welche nicht? Bezeichnet m eine beliebige ganze 
positive Zahl, y den Rest, so soll untersucht werden, für welche 
Werthe von y die Congruenz 

4«» ^ y (mod. 9) 
möglich ist, und für welche nicht. Wir erhalten 
• 2w ^ Ind. y (mod. 6) . 

Es muss also Ind. y eine gerade Zahl sein, d. h. y kann nur 
die Werthe 4, 7, 1 haben. 

16^) Welche Reste können die Potenzen von 5 für den 
Modul 22 haben, und welche nicht? 

[möglich sind nur 1, 3, 5, 9, 15]. 
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17) Für welche Werthe von x und y besteht die Con- 

gruenz 

3* = y^(mod. 61)? 

Man erhält 6 a: ^ 5 Ind. y (mod. 60), woraus hervorgeht, dass 
Ind. y durch 6 theilbar sein muss. Hat nun Ind. y einen der 
Werthe 0, 12, 24, 36, 48, so ergiebt sich a: = (mod. 10). 
Ist dagegen Ind. y eine der Zahlen 6, 18, 30, 42, 54, so wird 
x^b (mod. 10) sein. Daher besteht die Congruenz 

3io* = y5(niod. 61), 

in welcher it = oder eine beliebige ganze positive Zahl ist, 
nur für die Werthe von y, welche mod. 61 einen der Reste 
1, 9, 20, 34, 58 geben, und die Congruenz 

36+10* = y5 (j^oJ 61) 

nur für solche y, welche mod. 61 einen der Reste 3, 27, 41, 
52, 60 haben. 

18) Drei Armee-Corps A^ JB, (7, von denen A aus 5 Re- 
gimentern besteht, werden ins Feld geschickt. Mit dem ge- 
sammten Proviant würde G eine ganze Anzahl von Wochen 
auskommen, B 40 Wochen länger als C, A 24 Wochen länger 
als JB. Aus wie viel Regimentern bestehen i? und (7, und 
wie lange würde der Vorrath für jedes Corps reichen? 

Die 5 Regimenter von A kommen ;? + 64 Wochen aus, 

die X von JB ;8f + 40 Wochen, die y von z Wochen. Es ist 

also 

bz + 320 = xz -{- 4ßx = yz . 

Aus xz + 40a: = 5^8? + 320 folgt 

6 g + 3 20 ^ , 120 



g + 40 • g + 40 ' 

und daraus ergeben sich die beiden Losungen 

i8? = 20, a;=7; 

j^ = 80, a: = 6. 
Für die erstere folgt weiter y = 21, für die zweite y == 9. 

19) Den Bruch x = auf 30 Stellen genau in einen 

Decimalbruch zu verwandeln, ohne mit dem Nenner in den 
Zähler zu dividiren. 

Wertheim, Zahlentheorie. 1 1 
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Durch Zerlegmig des gegebenen Bruchs in Partialbrüche 
erhält man 



^ 2 "• 7 "T" 9 ' 11 ' 13 ' 17* 



Ferner ist 



und 



17 



= 0,068 823 629 411 764 7 | 058 • • • 



3 = 10^» (mod. 17). 



Es ergiebt sich somit 



- = 0,714 286 714 285 714 286 714 286 714 285 71 - 



0,77.7 777 777 777 777 777 777 777 777 777 77 



— = 0,727 272 727 272 727 272 727 272 727 272 72 

^ =r=s 0,846 163 846 163 846 163 846 163 846 163 84 

3 
17 



= 0,176 470 688 236 294 117 647 068 823 629 41 



X = 3,741 960 663 725 359 607 712 648 889 019 6 

20) Ein irreducibeler Bruch hat zum Nenner 256; bei 
seiner Verwandlung in einen Kettenbruch hat der vorletzte 
Näherungsbruch den Nenner 35. Welches ist der Bruch? 

Wir bezeichnen die Zähler des Bruchs und seines vor- 
letzten Näherungsbruchs beziehungsweise mit 'x und y; dann 
ist, wenn erstens eine gerade Anzahl unvollständiger Quo- 
tienten vorhanden ist, 

35a; — 256y = + 1 , 

und daraus folgt leicht 

a;=256Ä — 117, y = 35Ä-16, 

wo 1c unbestimmt bleibt. Für h = 1 z, B. ergiebt sich als 

Werth des Bruchs rr^« 

ZOO 

Wenn aber zweitens die Anzahl der unvollständigen 
Quotienten ungerade ist, so ist 

35a; — 256y = — 1 , 
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und daraus ergiebt sich 

a; = 256^ + 117, y = 35Ä+16, 

somit für Ä = 1 als Werth des Bruchs ^r^^- 

256 

21) Welche gleichnamigen Brüche sind so beschaffen, dass 
ihre Differenz gleich der Differenz ihrer Kuben ist? 

Werden die Brüche — und — genannt, so soll 





m^ p^ m p 




also 


• 




oder 






(1) 


m^ + mp + ^* = w* 




sein. Wir setzen demgemäss 




dann folgt 
also 


m^ + mp + i?^ = (w + hpY 5 

m -\-p = 2mh + h^p^ 

p 1 — 2Ä; 
m A;*— 1 




Weiter ist n • 


= + (m + kp), also 




n 
m 


■+('+'f)-+(-;tv 


■')• 


und die gesuchten Brüche sind 




^-O- 


*' 1 l>_JP.«„i 


1 — 2Ä; 



Für Ä = — 2 erhält man z. B. + y, + y , für * = — 3 

8 7 

ebenso + J3, + j^J i^- s. w. 

22) Der Ausdruck 3a?* + Sa? + 8 wird für a? = 1 ein 
Quadrat. Für welche sonstigen rationalen Werthe von x wird 
derselbe ein Quadrat? 

Setzt man o; «= 1 -|~ ^^9 ^o geht der gegebene Ausdruck 
über in 16 + 11 ifey + 3A;*j^. Dies soll ein Quadrat werden. 
Wir setzen also 

16 + 11 Äy + 3kY = (4 + fnyy 
und erhalten 

13* 
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8m — llk 



y 



3Ä» - w« ' 



8Artn — 8ä;'^ - w» _ - i *(i^^_:Z Jl*) 

^ 3F - f»» ^ • 3*» - m» ' 

WO h und m unbestimmt sind. 

Für t = 1, I» «= 1 ist z. B. iC = — y 

23) Es soll gezeigt werden, dass 2620 und 2924 be- 
freundete Zahlen sind. . 

2620 = 2« . 5 . 131 

hat als Summe der Divisoren 

(1 + 2 + 2^ (1 + 5) (1 + 131) -= 5544, 

und es ist 

5544 - 2620 = 2924 . 

2924 = 2*^ . 17 . 43 

hat als Summe der Divisoren 

(1 + 2 + 2^) (1 + 17) (1 + 43) = 5544, 

und es ist 

5544 — 2924 = 2620 . 

24) Die Gleichung bx + lxy + &y — 13»^ = 17 in 
ganzen Zahlen zu lösen. 

Man erhält 

13y«-6y +17 
7y + 6 

und durch Division 

49a; = 91y-107+=4^. 

Von den 24 Divisoren der Zahl 1368 = 2» • 3* • 19 haben 
nur vier, nämlich 12, 19, 152, 684 die Eigenschaft, um 5 ver- 
mindert durch 7 theilbar zu werden. Für diese 4 Divisoren 
ergiebt sich beziehungsweise 

y^= 1, 49a;, = 98, a;i= 2 

y^= 2, 49ic, = 147, x^^ 3 

yg = 21 , 49ä:3 = 1813, x., = 37 

y^ = 97, 49it;4 = 8722, 3:4= 178: 

25) Desgleichen die Gleichung 

15a: + 7y2-6y = 175. 
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Es ergiebt sich 



a;=ll + 



10 + Gy - 7y^ 
~ 16 "~ 



und man erhält leicht die 4 Lösungen 

x^ = -U + 10U-10bJc\ yj=« — 7 + 15Ä 

x^ = — 2+ 16Jc — 10bJc\ ^2 = — 5+15Ä; 

x^= 9+ 35Ä— 105Ä?% ys = — 2+15* 

0;^= 2— 64/c— 105Ä% y4 = + 5 + 15fe. 

Die einzigen positiven Werthe von Xj y, die der Gleichung 
genügen, enthält die 4*® Lösung, die für k = rc = 2, y «= 5 
liefert. 

26) Die Zahl 937 in zwei Quadrate zu zerlegen. 

Die Congruenz a?* + 1 ^ (mod. 937) hat die Wurzeln 

937 

ä; = + 196; der Bruch ^0^ liefert, in einen Kettenbruch ent- 
wickelt, die unvollständigen Quotienten 4, 1, 3, 1, 1, 3, 1, 4. 
Näherungsbrüche : 



4 


1 


3 


1 




1 




4 
1 


5 
1 


19 

4 


24 
5 



Zerlegung: 937 = 19« + 24^ 

27) Die Zahl ä = 3,l4i69 26535 ... in einen Kettenbruch 
zu verwandeln und die ersten 5 Näherungsbrüche anzugeben. 

Unvollständige Quotienten: 3, 7, 15, 1, 292, 1,1, 37, . . 
Näherungsbrüphe : 



3 


7 


15 


1 


. . 


. • . 


1 




3 
1 


22 

7 


333 
106 


365 
113 


• . . 



355 o 

Yjg = 3,1415929 . . . 

also auf 6 Stellen genau. 

28) Die Seite eines Quadrats verhält sich zum Radius 
eines Kreises von gleicher Grösse wie 1,7724539 . . . : 1 Dieses 
Verhältniss soll durch kleinere Zahlen ausgedrückt werden. 

Unvollständige Quotienten: 1, 1, 3, 2, 1, 1, 6, 1, 29, . . . 
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Näherungsbrüche : 



1 


1 


3 


2 


1 


1 


1 


1 


2 


7 


16 


23 





1 


1 


4 


9 


13 



39 
22 



257 

U5 



29) Ermittle die Gleichungen, deren Wurzeln die anend- 
lichen periodischen Eettenbrüche 



i)i 



+ 



8 + 



6 + 



2)2 + ^1 



3)3 + 4-ri 



+ 



24 



7 + 



2 + 



2 + 



9 + 



1 + 



sind. 



1) Der erste Bruch hat die Näherangsbrüche: 






1 


3 


5 


7 


1 





1 


3 


16 





1 


1 


4 


21 



|9 + a; 



also ist 



X = 



116 116(9 + a?) + 16 
161 161 (9 4- ä) + 21 

116 (9 + x) + 16 
161(9 + «)~4^"2l* 



2) 



2 


3 


4 


X 


1 


2 


7 


30 





1 


3 


13 



X = 



3) Es ist a: — 3 = 



30 a; + 7 
13a; + 3 

1 



also 



2 + (a; — 3) a; — 1 ' 

(x-3)(x — l) = l. 

30) Verwandle yT in einen Kettenbruch. 
Unvollständige Quotienten: 2, (1, 1, 1, 4),* (1, . • . 

31) Welche Quadratwurzel liefert den unendlichen perio- 
dischen Kettenbruch, dessen unvollständige Quotienten 6, (1, 5, 

1, 12), (1, ...) sind? 



Es ist 



X — 6 = 



1 + 



6 + 



1 + r« 



12 + (a; — 6) 



NäherungsbrQche : 






1 


5 


1 


X + 6 




1 






1 


1 

1 


6 
6 


6 

7 


6 (a; + 6) + 6 

7 (a: + 6) + 6 
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Also ist ^_6 = |i^4§±|, 

7 (ä + 6) + 6 ' 

und daraus ergiebt sich 

32) Eine Lösung der Gleichung x^ — 96y* = 1 zu er- 
mitteln. 

Der Kettenbruch, den ^96 liefert, hat die Reihe der un- 
YoUständigen Quotienten 

9, (1,3, 1, 18), (1,... 
Näherungsbrüche : 



9 


1 


3 


1 


18 


• • • 


1 


9 


10 


39 


49 







1 


1 


4 


5 





Lösung: a? = 49 , y «: 5 . 

33) Drei ungleiche Zahlen von der Beschaffenheit zu be- 
stimmen, dass die Summe ihrer Quadrate gleich ist der Summe 
der DifiPerenzen je zweier dieser Quadrate. 

Werden die Zahlen Xy y, z genannt, wo a? > y > j? voraus- 
gesetzt wird, so soll 

^ + y' + ^' = (^' - 2/') + (y' - ^') + (^' - ^'), 



d. h. 
oder 



a? — ^ =:^^ 



(.r + y) {x — y)-= ^zz 

sein. Die Annahme ic -+- y = 3^, x — y = z würde y =^ z 
liefern. Von den übrigen zulässigen Annahmen wählen wir etwa 

a: + y = ^% a; — y = 3; 
dann ergiebt sich 2a; == 3 -f- j8?^, 2y = ;8?^ — 3. z muss also 
eine ungerade Zahl 2Ä + 1 sein, und man erhält nach leichien 
Umformungen 

x=^{k'+l) + (k+iy,y^(k'-2) + (k+iy,z = 2Jc+l. 

Für * == 2 ist z. B. X = Uy y = n, = 6 . 
34) Zwei Zahlen zu bestimmen, deren Produkt, vermehrt 
um die Summe ihrer Quadrate, ein Quadrat gebe. 

Setzt man a:^ -[- a;y + j/* = (a? + iy, so erhält man leicht 



3^8 

x=—ij — 2k + 2^-- 



V 
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h und y sind nur der Bedingung unterworfen^ dass 2k 
in 3fc^ aufgehe. Passende Werthe sind z. B. 



— y 



k 


2 


3 


y 


3 


5 


X 


5 


16 



4 

7 


5 
9 


33 


56 



11 



85 

35) Drei ganze Zahlen bilden eine arithmetische Keihe, 
und je zwei haben zur Summe eine Quadratzahl. Welches 
sind diese Zahlen? 

Lösung. Werden die Zahlen mit 

X, x + y, x + 2y 



bezeichnet, so ist 



also 



2a; + !/ = «*, 
2x + ^y = ß\ 

2x + 2y^y\ 

= 2/. 



a» + /J^ = 
Nun ist bekanntlich 

(m + vf + (w — »)* = 2 («* + V*), 
also, wenn a = u -{■ v, ß = u — v gesetzt wird, 

y* = «* + v*, 
oder, wenn k eine unbestimmte ganze Zahl bezeichnet, nach § 29 

u = 2k,v=l-k*,y = l+^. 
Wir erhalten somit 

a = 1 + 2Ä; — P, 

ß 1 + 2/fc + Ä*, 

r= l+k\ 

und aus den Werthen von a, ^5 y ergeben sich sofort die 
von Xj y. 

Für Ä = 3 ist z. B. a; = — 46, y = 96, also die 3 ge- 
suchten Zahlen 

-46, 50, 146. 

Für h = 1 sind dieselben 

— 94, 1250, 2594. 

36) Eine Zahl x von solcher Beschaffenheit zu finden, 
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dasS; wenn man eine gegebene Zahl a davon subtrahirt und 
dazu addirt, in beiden Fällen sich ein Quadrat ergiebt. 
Lösung. Setzen wir 

a; + a = 3^% 
so ist 

X — a == y^ — 2a. 

Dieser Ausdruck soll ein Quadrat werden; wir setzen also 

f — 2a = {y^ hy 

und erhalten der Reihe nach 

— 2a = — 21cy + k\ 

2a + P 



X 



y = 

'2 a + Ä;^2 



2k 






4fi* 4- Ä:* 



2k J "^ 4:k^ 

Diese Zahl x genügt für jeden Werth von k der ge- 
stellten Aufgabe. 

37) Die Gleichung rry == y* aufzulösen (Euler, Introductio, 
IL p. 294). 

Wird y = tx angenommen, so ist 

also 

af = tXj 



t—i 



x= yt, 

y-^ VT'- 



Wenn wir jetzt t — 1 = — setzen, so erhalten wir 
Für M = 1, 2, 3 z. B. ist beziehungsweise 



x — 2 

y-4 1 


r 9 

^ 4 
27 


f 64 
^ 27 

256 

b^ 81 
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Oongruenzen zweiten Grades. 

§ 73, Verwandlung einer gemischt quadratischen 
Gongruenz in eine rein quadratische. — Die allgemeine 
Congruenz zweiten Grades mit einer Unbekannten hat die Form 

(1) ax^ + ^^ + ^ ^ (mod. m) , 

wo a^ b, c positive oder negative ganze Zahlen bezeichnen, 

und lässt sich leicht in eine rein quadratische Congruenz von 

der Form 

x^ ^^ a (mod. /x) 

verwandeln, wo (i ein Viefaches von m ist. Dieser Zweck vrird 
in allen Fällen durch Multiplication der vorgelegten Congruenz 
mit 4a erreicht. Man erhält dadurch nämlich 

Aa^x^ + 4a6a; + ^ac :^ (mod. 4am) 

oder 

(2ax + by — 6^ + 4ac ^ (mod. 4aw), 
d. h. 

(2) (2ax + by = V — Aac (mod. 4ow) . 

Mittels dieser rein quadratischen Congruenz bestimmt man 
die Werthe g^, gg? • • • des Ausdrucks 2ax -{- b] darauf liefert 
jede der linearen Congruenzen 

2ax + 6 ^ 5i, 2ax -{- b^^^y • • • (i^aod. 4a w) 
die etwa vorhandenen entsprechenden Werthe von x. 

Wenn a prim zum Modul m ist, so lässt sich die Rech- 
nung ein wenig abkürzen. In diesem Falle kann man nämlich 
eine Zahl a bestimmen, welche der Congruenz aa^l (mod.m) 
genügt, und durch Multiplication mit a wird der Coefficient 
von x^ in (1) auf die Einheit reducirt. 

Beispiel. Die Congruenz 

7ä;^- 3a; — 4 = (mod. 12) 
liefert, wenn man sie mit 28 multiplicirt , 
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196a;* - 84ir — 1 12 = (mod. 336) 
oder 

(14a; — 3)2 = 121 (mod. 336) . 

Da 336 = 16 . 3 . 7 ist, so hat man die Coogruenz 
(14a? — 3)2 H^ 121 für jeden der drei Moduln 16, 3, 7 aufzulösen. 
Wird 14a; — 3 der Kürze wegen mit y bezeichnet, so erhält man 

y= + 3, +11 (mod. 16), 

y=+ 1 (mod. 3), 

y = ±3 (mod. 7), 

und durch Verbindung jedes der 4 ersten mit jedem der 2 
zweiten mit jedem der 2 dritten Werthe ergeben sich im 
Ganzen folgende mod. 336 incongruenten 16 Werthe von y 

± 115, + 59, + 53, + 67, + 11 , + 101 , + 157, + 109, 

welche für x die vier mod. 12 incongruenten Werthe 1, 4, 
5, 8 liefern. 

Besser hätte man die vorgelegte Congruenz erst durch 
Multiplication mit 7 auf die einfachere Form 

49a;2 — 21a; — 28 = (mod. 12), 
d. h. 

a;2 — 9a; — 4 = (mod. 12) 

gebracht und dann durch Multiplication mit 4 

(2a; — 9)2 = 1 (mod. 48) 

erhalten. Die Behandlung dieser Congruenz gemäss § 70 
würde weniger unbrauchbare Werthe von y und die einzelnen 
brauchbaren weniger oft geliefert, also schneller zum Ziele 
geführt haben. 

Die Unbequemlichkeit des dargelegten Verfahrens hat be- 
sonders darin ihren Grund, dass beim üebergang von der Con- 
gruenz (1) zur Congruenz (2) auch der Modul vergrossert 
wird, und man durch Auflösung von (2) auch Werthe er- 
mittelt, die sich als unbrauchbar erweisen, da zwar jede 
Wurzel von (1) auch (2) befriedigen muss, aber nicht um- 
gekehrt jede Wurzel von (2) auch Wurzel von (1) zu sein 
hat. Diesen Uebelstand vermeidet man leicht, wenn der Modul 
eine Primzahl p ist. In diesem Falle ist der Coefficient a 
von Ol? nothwendig prim zu py da sonst das Glied ax^ fort- 
fallen, die Congruenz (1) also eine lineare werden würde. Es 
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lässt sich also eine Zahl a bestimmen, welche der Congruenz 
aa^l (mod.p) genügt, und durch Multiplication mit a geht 
die vorgelegte Congruenz über in 

aax^ + ahx -\- ac^O (mod. p). 

aa hat den Rest 1; der Rest ß von ah kann als eine gerade 
Zahl vorausgesetzt werden-, denn wenn derselbe ungerade ist, 
so kann man ihn durch den geraden negativen Rest — (j? — ß) 
ersetzen. Wir wollen diesen geraden Rest von ah mit 2ß 
und den Rest von ac mit y bezeichnen; dann geht die vor- 
gelegte Congruenz über in 

x^ + 2ßx + y = {mod.p) 
oder 

{x + ßy = ^ -y(mod.p). 

Beispiele. I, 6a^ - IIa; — 12 = (mod. 23) 

geht durch Multiplication mit 14 über in 

lOx^ — 154a; — 168 = (mod. 23) 

oder a;^ — 16ä? — 7 = (mod. 23) , 

(x — 8)2 = 2 (mod. 23), 

und man erhält leicht 

a? — ■ 8 ^ 5 oder — 5 (mod. 23) , 
also 

X =13 oder = 3 (mod. 23) . 

IL a:^ - 3a: - 6 = (mod. 12) 

geht durch Multiplication mit 4 über in 

(2a; ~ 3)2 = 33 (mod. 48) . 

Nun hat, wenn 2a; — 3 = y gesetzt wird, die Congruenz 
y2 ^ 33 (mod. 3) die Wurzel y^O (mod. 3) und die Con- 
gruenz t/2 ^ 33 (mod. 16) die 4 Wurzeln 

y = ±l, ±7 (mod. 16). 

Es ergeben sich daraus für y die 4 Werthe + 9, + 15, 
welche für x die 2 nach dem Modul 12 incongruenten Wurzeln 

a; = 6, 9 (mod. 12) 
liefern. 

Da nach dem Vorhergehenden jede Congruenz zweiten 

Grades mit einer Unbekannten auf die Form 

x^ ^a (mod. m) 
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gebracht werden kann^ so können wir für die folgenden Be- 
trachtungen diese Form von vorn herein zu Grunde legen. 

§ 74, Quadratische Beste und Nichtreste. — Die 
Congruenz 

(1) a? ^a (mod. m) , 

auf welche wir jede Congruenz zweiten Grades mit einer Un- 
bekannten zurückführen können, ist nicht für alle Werthe, die 
man der Zahl a beilegen kann, möglich. Das sieht man, 
wenn der Modul m die Anwendung von Indices gestattet, 
durch üeb ergang zu der Congruenz 

(2) 2 Ind. X ^ Ind. a (mod. €p{m)) ; 

da nämlich q){fn) eine gerade Zahl ist, so kann diese Con- 
gruenz nur bestehen, wenn Ind. a gerade ist; also ist auch die 
Congruenz (1) nicht für alle Werthe von a möglich. Es lässt sich 
dies aber auch ohne Anwendung der Indices leicht darthun. 

Betrachten wir nämlich die Reste, welche die Quadrate 
der Zahlen 0, 1, 2, 3, . . . für irgend einen Modul m geben, 
so erkennen wir zunächst, dass congruente Zahlen auch eon- 
gruente Quadrate liefern; um also alle für den Modul m mög- 
lichen Beste von Quadraten zu erhalten, können wir uns auf 
die Zahlen der Beihe 

(3) 0, 1, 2, 3, ..., (m — 1) 
beschränken, deren Quadrate die Beste 

(4) 0,1,4,... 
haben. Nun ist 

(m — 1)2 = m^ - 2m -f- 1 = 1% (m — 2)^ ee 2^, . . ., 

allgemein 

{m — Icf ^ h^ (mod. m) ; 

folglich lassen sich die Zahlen der Reihe (3) [abgesehen von 
und bei geradem m von y] ^^ Gruppen von je zweien zu- 
sammenfassen, so dass die Quadrate der beiden Zahlen jeder 
Gruppe denselben Best liefern. Die Beihe (4) wird also einige 
Zahlen von (3) wiederholt, andere gar nicht enthalten. Die 
Zahlen (3), also überhaupt alle Zahlen, lassen sich danach in 
zwei Klassen theilen. 

Die Zahlen der ersten Klasse sind nach dem Modul m 
einem Quadrate congruent, die Zahlen der zweiten Klasse 
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nicht; oder anders ausgedrückt ^ für eine Zahl a der ersten 
Klasse ist die Gongruenz a? ==a (mod. m) möglich ^ fär eine 
Zahl der zweiten Klasse nicht. Man nennt die Zahlen der 
ersten Klasse quadratische Beste von m, die der zw^eiien 
Klasse quadratische Nichtreste. Wo kein Missverstand- 
niss zu befürchten ist^ sagt man auch einfach Beste und 
Nichtreste von w. 

Beispiele. I. Für den Modul m «» 11 sind die Quadrate 
der Zahlen 0, 1; 2, 3, . . ., 10 beziehungsweise den Zahlen 
0, 1, 4, 9, 5, 3, 3, 5, 9, 4, 1 congruent; daher sind 0, 1, 3, 
4, 5, 9 die Beste, 2, 6, 7, 8, 10 die Nichtreste von 11. 

Die Zahl 10 hat die Beste 0, 1, 4, 5, 6, 9, die Nicht- 
reste 2, 3, 7, 8. 

Anmerkung. Um eine einfache Fassung der Sätze zu 
ermöglichen, schliessen wir die Zahl 0, welche immer Rest isi^ 
und die Zahlen, welche nicht prim zum Modul sind, vorläufig 
von der Betrachtung aus. 

§ 75. Beste einer ungeraden Primzahl. — 

Satz. Wenn der Modul p eine ungerade Prim- 
zahl ist, so enthält die Beihe 1, 2, 3, . . ., 2> — 1 ebenso 
viele Beste wie Nichtreste. 

1. Beweis. Es sei g eine primitive Wurzel von jp, so 
lassen sich nach dem Früheren die Zahlen 1, 2, 3, . . . , jp — 1 
durch die Potenzen Qy g^j . . . , 0^^"^ ersetzen, und jede Potenz 
von gj deren Exponent eine gerade Zahl ist, ist ein Rest^ jede 
andere ein Nichtrest von p. Da nun p — 1 gerade ist, so ist 
die Hälfte jener Potenzen von der ersten, die andere Hälft« 

von der zweiten Art, d. h. p besitzt ^-^ — Beste und ebenso 

viele Nichtreste. 

2. Beweis. Es sei p = 2n + 1, so haben wir die Zahlen 

1, 2, 3, . . . , n, w + 1; w + 2, . . . , 2w 

zu betrachten. Die Quadrate der n ersten dieser Zahlen sind 
nach dem Modul p incongruent; denn, wenn a, h zwei Zahlen 
der Beihe 1, 2, ..., « bezeichnen, so ist die Congruenz 

«2 = 6% d.i. a^ — W = 
oder 

(a + 6) (a — 6) = {moi.p) 
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nur unter der Voraussetzung a ==^b möglich. Dagegen geben 
die Quadrate der n folgenden Zahlen w + 1; • • •? 2n wieder 
dieselben Beste (in umgekehrter Reihenfolge), da 

(n+ ly — n^ = 2n + 1 = p = (mod.p), 

(w + 2)2 - (n — 1)^ = 6w + 3 = 3i) = (mod. jp), 

allgemein 

(n + ay - (n - [a ~ 1])« =- 2n (2a ~ 1) + (2a - 1) 

= (2a — l)j) = (m-d.jp) ist. 

Ist a ein Rest von p, so ist die Oongruenz 

x^^a (mod. p) 

möglich, und wenn eine Wurzel derselben mit a bezeichnet 
wird, so ist eine zweite Wurzel -— a^p — a(mod.j)), da, 
wenn a^^a ist, auch ( — a)^ ^ a sein wird. Mehr als zwei 
Wurzeln kann aber die Congruenz, da p eine Primzahl ist, 
nicht besitzen, und somit sind + a ihre einzigen Wurzeln. 

§ 76. Reste einer Potenz einer ungeraden Prim- 
zahl. — Lehrsatz I. Die Hälfte der Zahlen, die prim 
zu p^ und nicht grösser als j^ sind, sind Reste von p^} 
die Hälfte Nichtreste. 

Beweis. Hie Hälfte der g>(y) = (jp — l)i)^^ Zahlen, 
welche prim zu p^ und nicht grösser als p^ sind, sind kleiner 
als der halbe Modul, die Hälfte grösser. Es lässt sich nun 
zeigen, dass die Quadrate derjenigen dieser Zahlen, die kleiner 
als der halbe Modul sind, incongruent sein müssen. Sind 
nämlich a, b zwei solche Zahlen, so würde aus der Annahme 
a^^6* (mod.jp^) sich die Oongruenz 

(a + b)(a — b) ~ (mod.^) 

ergeben. Es müsste also entweder eine der Zahlen a + 6, 
a — b durch pi^ theilbar sein , was unmöglich ist, da sowohl 
a, als auch 6 < ^ jp^ ist, daher a + &, wie auch a — b kleiner 
als p^ sein muss; oder es müsste a + 6 durch eine Potenz 
p* von p und a — b durch jp^""* theilbar sein. Dies ist aber 
gleichfalls unmöglich; denn sonst würde jede der Zahlen a -f* ^9 
a — 6, also auch ihre Summe 2a und ihre DiiBferenz 26 und, 
da 2 prim zu jp ist, a und b durch p theilbar sein, was der 
Voraussetzung widerspricht. Die Quadrate der i^q>(p^) Zahlen, 
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welche prim zu p und kleiner als ^p^ sind, sind daher sämmt- 

lieh incongruent. 

Da nun die Quadrate der iq>(p^) folgenden Zahlen der 

Belation {p^ — a)* ^ a^ (mod. p^) wegen wieder dieselben Reste 

liefern, so sehen wir, dass auch in diesem Falle die Zahl der 

Reste gleich der der Nichtreste, nämlich \g>(p^) ist. 

Anmerkang. Wir überlassen es dem Leser, den Satz dorcli Be- 
nutzung der Indices zu beweisen. 

Lehrsatz IL Jeder Best von ^ ist auch Rest von |)^, 
jeder Nichtrest Yon p auch Nichtrest yon |:>^. 

Beweis. Die Zahlen, welche prim zu p und nicht grosser 
als p^ sind, lassen sich in folgende jp'"~^ Reihen stellen: 

1, 2, 3, ..., (i>-l), 

i)+l,l) + 2,i> + 3, ..., (2i>~l), 

y_p+l^^_p + 2,i)^-l> + 3, ..., (i>^- 1). 

Da nun die Congruenz x^ ^ a, wenn sie für den Modul 
p unmöglich ist , gewiss auch für den Modul p^ nnmoglicli 
sein wird, da also ein Nichtrest von p auch ein Nichtrest vod 
p^ ist, so müssen alle Reste von p^ sich unter den Resten von 
p vorfinden. Nun besitzt p in jeder der obigen Reiben 

^-- — Reste, also in allen Reihen zusammen |^ (|? — i)p^''^ 

Reste. Wäre einer dieser Reste Nichtrest von |)^, so würde 
1^ weniger als \{p — V)'j^~~^ Reste haben, was dem vorher- 
gehenden Satze widerspricht. Es ist also auch jeder Best too 
p ein Rest von jo^. 

Aufgabe. Es sind die beiden Wurzeln + o, der Con- 
gruenz x^^r (mod. p) gegeben. Man soll daraus die Wur- 
zeln der Congruenz x^^r (mod. jp^) herleiten. 

Wir behandeln zunächst die Congruenz ic^ ^ r (mod. |)*), 
deren Wurzeln offenbar von der Form +«+jpy sein müs- 
sen. Es ist nun 

(± « + 'Pyf = «^ + 2a^y + p^y^ 
oder, da dieser Ausdruck ^r(mod.j9*) sein soll, 

c? + 2ajpy ^ T (mod. jp^) . 
Nun ist aber c? ^ r (mod.^), also etwa a? ^=^r -\' hfj 
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r 

und durch Einsetzung dieses Werthes geht die vorhergehende 

Congruenz über in 

hp + ^cbpy ^ (mod. J9*) 
oder 

* ifc 2ay ^ (mod. j)) . 

Da 2a prim zu p ist, so ist diese Congruenz stets mög- 
lich und liefert; des Zeichens + wegen, zwei Werthe von y, 
einen, welcher dem oberen und einen zweiten, welcher dem 
unteren Zeiichen entspricht, so dass wir für die Congruenz 

x^^T (mod. J9*) 

zwei Losungen ± 6 erhalten. 

Um weiter die Congruenz a? ^r (mod. p^ zu lösen, deren 
Wurzeln von der Form +6+ p^y sein werden , setzen wir 

(+ h + !P^yT ^ ^ (mod. p^) 
und erhaltea 

6* + 26i>*y + p^y^ ^ r (mod. p^) 

oder, weil V ^r (mod, jp^), etwa ft^ = r + Vp^ ist, 

Ä' + 2&y ^ (mod. j9) . 

Hieraus ergeben sich wieder zwei Werthe von y, welche 
zu zwei Lösungen der vorgelegten Congruenz «ihren. 

So fortfahrend löst man die Congruenz a?^r (mod. p^) 
für jeden gegebenen Werth von l und überzeugt sich zugleich, 
dass dieselbe immer zwei Wurzeln besitzt, wofern nur r ein 
Rest von p ist. 

Beispiel. Die Congruenz a? ^^2 (mod. 7) hat die beiden 
Wurzeln + 3. Es soll die Congruenz 

a? = 2 (mod. 7*) 

gelöst werden. Wir setzen zunächst 

(± 3 + lyj = 2 (mod. 7^) 

und erhalten der Reihe nach 

+ 42y = - 7 (mod. 7«) , 

+ 6y = — l = 6(mod. 7), 

y = +I(mod. 7), 

+ 3 + 7y = + 3 + 7 = +10 (mod. V). 

+ 10 sind also die Wurzeln der Congruenz x^^2 (mod. 7*). 

Wertheim, Zahlentheorie. 12 
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Weiter setzen wir 

(± 10 + Vyy = 2 (mod. V) 
and erhalten 

+ 20.7«.y=-98(mod.7»), 

+ 20y = — 2 (mod. 7) , 

yE=±2(mod. 7), 

+ 10 + 7«y = + 10 + 98 = + 108 (mod. 7»). 

+ 108 sind also die Wurzeln von a^^2 (mod. 7') • 
Endlich setzen wir 

(+ 108 + Vyy = 2 (mod. 7*) 
und erhalten 

+ 216 . 7»y = - 11662 (mod. 7*), 

+ 216y = — 34(mod.7), 

y = + l(mod. 7), 

+ 108 + 7»y = + 108 q= 343 = + 235; 

also sind + 235 die Wurzeln der Congruenz 

a?» = 2 (mod. 7*) . 

§ 77, Mittel zu entscheiden, ob eine gegebene 
Zahl Best oder Nichtrest einer ungeraden Primzahl 
oder einer Potenz einer solchen sei. 

Lehrsatz L Für jede beliebige primitive Wurzel 
von p^f wo p eine ungerade Primzahl und A eine ganze 
positive Zahl ist, hat die Zahl jo^ — 1 den Index ^q>{f)' 

Beweis. Wird die primitive Wurzel mit g und der Index 
von p^ — 1 mit x bezeichnet, so ist 

ST ^P^ —1^—1 (mod.y), 
also 

^^*^ + 1 {mod. p^). 

Daher muss nach dem Fermat'schen Satze 2x ein Viel- 
faches von q>(p^)f also x ein Vielfaches von iq>(p^) sein. 
Es ist somit 

x^^q)(^) [mod. 9(1)^)] . 

Lehrsatz II (ümkehrung). Die Zahl, welche den Index 

Beweis. Wird die Zahl, deren Index für eine primitive 
Wurzel g gleich J^9(j9^) ist, mit x bezeichnet, ist also 
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gUis^) =ic(mod.y), 

so ergiebt sich gV(p ) ^ x^ oder, da ^f^^^ ^ ^ 1 ist, 

oc^ ^l (mod.j)^). 

Diese Congruenz hat die beiden Wurzeln + 1 , und da sie 
nach dem vorigen Paragraphen überhaupt nur zwei Wurzeln 
besitzt, so sind dies ihre einzigen Wurzeln. Es kann aber x 
nicht ^ + 1 sein, da g eine primitive Wurzel von jp^ ist, 
also erst die 9?(p^)*®, nicht schon die ^(p{p^)^ Potenz von g 
den Rest + 1 geben kann. Daher ist 

x^ — l^p^ — 1 (mod. p^) . 

Lehrsatz III. Bezeichnet a einen Rest, b einen Nicht- 
rest von p^y so ist 

a\9ip^) = + 1 , ftiyf^^) = - 1 (mod. jp^) . 

Beweis. Da a ein Rest sein soll, so. ist sein Index eine 
gerade Zahl 2m, also 

a ^ g^"^ (mod. p^) , 
und daraus folgt 

aivip^) = gm<p{p^) = + 1 (mod. p^) . 

Da andererseits h ein Nichtrest sein soll, so ist sein Index 
eine ungerade Zahl 2m -|- 1, und aus der Annahme 

b ^ girn-{-l ^ g2m , g (mod. p^) 

folgt 

jiy(l>^) ^ gmfpip^) . gi(pip^) ^ — 1 (mod. p^) . 

Lehrsatz IV. (Cmkehrung). Eine Zahl a ist Rest oder 
Nichtrest von p^, je nachdem 

a^vip^) = + 1 oder = — 1 (mod.jp^) ist. 

Beweis. Wird der Index von a für die primitive Wurzel 
g mit X bezeichnet, so ist 

a^g^ (mod.j)^), 
also 

a^9ip')^gT'f^'\j^od.p'). 

Ist dieser Ausdruck ^+1, so ist -^^(p^) ein Viel- 

12* 
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faches von q>{p^), also — ein Vielfaches von 1, d. h. :e eine 
gerade Zahl und a ein Best von p^. 

Ist dagegen g^ ^ — 1^ so muss x ungerade, also a 
ein Nichtrest sein, da die Annahme, x sei gerade , 

liefern würde. 

Der letzte Satz lehrt entscheiden, ob eine vorgelegte Zahl 
Best oder Nichtrest einer ungeraden Primzahl oder einer 
Potenz einer solchen sei. Freilich führt seine Anwendung zu 
so grossen Zahlen, dass er praktisch kaum brauchbar ist. 

Man beachte, dass ^q>{jp^) = i(p — l)j^^ und, wenn 

X = 1, ^(p{p) =?^ ist. 

Den für den Modul ]^ genommenen Best des Ausdrucks 
aiyCi^) bezeichnet man nach Legendre (Theorie des nombres, 

IL partie, 135) durch das Symbol (-A ; dasselbe hat also den 

Werth + 1 oder — 1 , je nachdem a Best oder Nichtrest 
von p^ ist. 

§ 78, Produkte von Besten und Nichtresten. — 
Ob eine zusammengesetzte Zahl Best oder Nichtrest einer 
ungeraden Primzahl oder einer Potenz einer solchen sei, hängt 
von der Beschaffenheit ihrer Factoren ab. Die Frage ent- 
scheidet immer der folgende 

Lehrsatz. Das Produkt zweier Beste einer un- 
geraden Primzahl oder einer Potenz einer solchen 
ist ein Best, das Produkt eines Bestes in einen Nicht- 
rest ein Nichtrest, das Produkt zweier Nichtreste 
endlich ist ein Best 

1. Beweis. Es seien erstens a und h zwei Beste von 
j/, etwa a* ^ a, ß^^ b, so ist (ccßy =: ab (mod. |)^), d. h. ah 
ein Best von jp^. 

Zweitens sei a ein Best, b ein Nichtrest von j?^ Sind 
dann a, /S, y, . . ., d sämmtliche ^g)(p^) Beste von jp^, so sind 
die Produkte aa, aßj ay, ..., ad sämmtlich incongruent, 
und jedes ist nach dem ersten Theil des Satzes ein Best; 
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daher besitzt i^ keinen Best^ der sich nicht unter diesen Pro- 
dukten vorfindet. Da nun ab keinem dieser Produkte con- 
gruent sein kann^ so ist ab ein Nichtrest. 

Drittens seien a und 6 Nichtreste. Werden dann alle 
Reste von jp^ mit a multiplicirt, so stellen die erhaltenen Pro- 
dukte aa, ajS, ay, ..., a8 sämmtliche Nichtreste von jp^ dar, 
und da ab keinem dieser Produkte congruent sein kann, so 
muss ab ein Rest sein. 

2. Beweis. Es sei g eine primitive Wurzel von i^ und 
a ^ ^" , & ^ ^f^ , so ist 

ab^ g^^ (mod. p*) . 

Sind nun a und b Reste, also ck, /3 gerade Zahlen, so ist 
auch CK -f- i? gerade, d. h. ab ein Rest. Ist a ein Rest, b ein 
Nichtrest, so ist a gerade, /3 ungerade, also « + Z' ungerade, 
d. h. a& ein Nichtrest. Wenn endlich a und b Nichtreste, 
also a und /3 ungerade sind, so ist a -)- /J gerade, d. h. ab 
ein Rest. 

3. Beweis. Es ist 

und dies Produkt hat für den Modul jp^ den Rest + 1, wenn 
jeder Factor ^ + 1 oder ^ — 1 ist; das Produkt ist da- 
gegen ^ — 1, wenn der eine Factor ^ -j- 1, der andere 
^ — 1 ist. 

Der eben bewiesene Satz lässt sich in folgender Weise 
verallgemeinern: 

Ein Produkt ist Rest oder Nichtrest von jp^, je 
nachdem es eine gerade oder ungerade Anzahl von 
Factoren enthält, die Nichtreste sind. 

Anmerkung. Bei Anwendung des Legendre'schen Sym- 
bols wird dieser Satz durch die Formel 

(=^')-(7)(?)-(?) 

ausgedrückt. 

Beispiel. Die Zahl 49 hat die Reste 

(1) 1, 2, 4, 8, 9, 11, 15, 16, 18, 22, 23, 25, 29, 

30, 32, 36, 37, 39, 43, 44, 46, 
die Nichtreste 
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(2) 3, 5, 6, 10, 12, 13, 17, 19, 20, 24, 26, 27, 

31, 33, 34, 38, 40, 41, 45, 47, 48. 

Man überzeugt sich leicht, dass man durch Multiplication 
zweier Glieder der Reihe (1) wieder ein Glied von (1), durch 
Multiplication eines Gliedes Yon (1) mit einem Gliede Ton (2) 
stets ein Glied von (2), endlich durch Multiplication zweier 
Glieder von (2) ein Glied von (1) erhält. 

§ 79, Reste der Potenzen von 2. — Für den Modul 
2 ist jede ungerade Zahl ^ 1, also ein Rest. Nichtreste giebt 
es in diesem Falle nicht, und die Congruenz a^^l (med. 2) 
hat die eine Wurzel + 1 ^ — 1 (mod. 2). 

Wenn der Modul 4 ist, so müssen, da a als prim zum 
Modul vorausgesetzt wird, die Wurzeln der Congruenz 

rr* ^ a (mod. 4) 
ungerade sein. Nun ist für jede ungerade Zahl 2n -f- 1 

(2n + 1)* — 4n« + 4w + 1 = 1 (mod. 4), 

und daher ist a Rest von 4, wenn es die Form 4n -f- 1 hat; 
in diesem Falle hat die Congruenz a^ ^ a (mod. 4) zwei 
Wurzeln, nämlich -}- 1 und — 1. Wenn a von der Form 
4n + 3 ist, so ist es Nichtrest von 4. 
Da weiter 

(4w + 1)* = 16»^ ± 8w + 1 = 1 (mod. 8) 

ist, also das Quadrat jeder ungeraden Zahl für den Modul 8 den 
Rest 1 giebt, so ist die Congruenz a? ^a (mod. 8) nur mög- 
lich, wenn a die Form 8w + 1 hat. Es sind also die Zahlen 
der Form 8w + 1 Reste, die Zahlen der Formen 8» + 3, 
8n -f 5, 8n + 7 Nichtreste von 8, und wenn a ^ 1 (mod. 8) 
ist, so hat die Congruenz x^ ^a (mod. 8) die vier Wurzeln 
±1, ±3. 

Endlich wollen wir noch die Congruenz 

x^^a (mod. 2*) 
betrachten, in welcher « > 3 vorausgesetzt wird. Dieselbe ist 
nur möglich, wenn zugleich die Congruenz a;^^a (mod. 8) 
möglich ist, wenn also a die Form 8w + 1 hat. Wir wollen 
jetzt zeigen, dass diese Bedingung nicht bloss erforderlich, 
sondern auch hinreichend ist, d. h. dass jede Zahl 8n -{-l 
Rest von 2^* ist. Wir führen diesen Beweis, indem wir zeigen, 
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dass die Zahl a Rest von 2*+^ ist, wenn sie Rest von 2^ ist. 
Es sei also a eine Wurzel der Oongruenz a^'^ a (mod. 2"), 
etwa a* = a + Ä . 2^, wo fc eine ganze Zahl bezeichnet. 
Setzen wir dann a? = a + 2*'""^^/, so ergiebt sich 

x^ ^ a^ + 2'ay + 2^'-^ = « + ^. 2" + 2"«^ + 2«''-^ . 
Soll nun die Congruenz x^^a (mod. 2H-i) bestehen, so 
muss, da hier 2v — 2 > v + 1 ist, 

a + Ä . 2" + 2"«^ = a (mod. 2^+*) 
oder 7c + «y ^ (mod. 2) 

sein. Da a ungerade ist, so ist diese Congruenz stets möglich 
und hat eine einzige Wurzel. Jede Wurzel der Oongruenz 
a? ^a (mod. 2'') liefert also eine Wurzel derselben Congruenz 
für den Modul 2"+^, oder a ist Rest von 2*+^, wenn es Rest 
von 2" ist. Da nun jede Zahl 8w + 1 Rest von 2^ ist, so 
ist sie auch Rest von 2\ u. s. w., allgemein von 2*, wo x > 3 
vorausgesetzt wird. Nun ist \ der unter 2^ liegenden 2*""^ 
ungeraden Zahlen von der Form Sw+l? daher hat 2* in 
dem betrachteten Falle 2''""^ Reste und 3 • 2*""^ Nichtreste. 

Da die Congruenz x^'^a (mod. 8), wenn sie überhaupt 
möglich ist, vier Wurzeln besitzt, und da jede derselben 
eine Wurzel der Congruenz a? ^a (mod. 16) liefert, so er- 
kennen wir, dass auch letztere und allgemein jede Congruenz 
a? ^a (mod. 2**, x > 3) vier Wurzeln besitzt. Die Ermittlung 
derselben bietet nach dem Vorhergehenden keine Schwierigkeit. 

Aufgabe. Es soll die Congruenz x^ ^ 33 (mod. 256) ge- 
löst werden. 

I. x^ = 33 (mod. 8) hat die Wurzeln +1, +8. 

Für a = + 1 ist «2 = 1 = 33 — 4 . 8, also A = — 4. 

Wird dann x = +^1 -{- Ay gesetzt, so erfordert die Con- 
gruenz (+ 1 + 4y)^ ^ 33 (mod. 16), dass 

— 4 + y = 0(mod. 2), 
also y ^ (mod. 2), x^+^ (mod. 8) sei. 

Für a = + 3 ist «2 ^ 9 = 33 — 3 • 8, also ä = — 3. 

Wird dann a? = + ^ -j" 4y gesetzt, so ergiebt sich aus 
der Congruenz (+ 3 -f- 4y)^ ^ 33 (mod. 16), dass 

— 3 + 3y = 0(mod. 2), 

also y = + 1 (mod. 2) und a; = + 3 + 4 = + 7 (mod. 8) ist. 
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Die Gongruenz d;* ^ 33 (mod. 16) hat also die Wurzeln 

± 1, ± 7- 

IL a — ±1, «» — 1— 33 — 216, * — — 2. 

rc — + l + 8y, — 2 + y = (mod. 2), 

y = (mod. 2), a; = + 1 (mod. 16). ^ 

« — + 7, «» =. 49 -= 33 + 1 . 16, Ä; = 1 . 

a; = + 7 + 8y, l + 7y = (mod. 2), 

y = ±l (mod.2), » = +7 + 8 = + 15 (mod. 16). 

Die Wurzeln der Gongruenz o;* ^ 33 (mod. 32) sind also 

± 1, ± 15. 

in. a — + 1, o*-=.l=.33-l-32, *=.— 1. 

a; =» + 1 + 16y, — 1 + y = (mod. 2), 

y ^ ± 1 (mod.2), « = + 1 + 16 = +17 (mod. 32). 

a — + 15, a» = 225 -= 33 + 6 . 32, Ä =3 6. 

» — + 15 + 16y, 6 + 15y = 0, y = (mod.2), 

a; = + 15 (mod. 32) . 

Die Wurzeln der Gongruenz a^ ^ 33 (mod. 64) sind also 
+ 17, + 15. 

IV. a = +17, a« = 289 = 33 + 4-64, Ä;-=4. 

a; = + 17 + 32y, 4+17y = 0, y = 0(mod.2), 

a; = + 17 (mod. 64) . 

« =■ ± 15, a* -= 225 = 33 + 3 • 64, * = 3. 

a; = + 15 + 32y, 3 + 15y = 0, y= + l(mod.2), 

a; = + 15 + 32 = + 47 (mod. 64) . 

Die Wurzeln der Gongruenz a^ ^ 33 (mod. 128) sind also 
+ 17, + 47. 

V. « = + 17, «» = 289 = 33 + 2-128, * = 2. 
a; = + 17 + 64y, 2 + 17y = 0, y = (mod. 2), 
a; = + 17 (mod. 128) . 

« =3 + 47, «« = 2209 = 33 + 17 . 128, Ä = 17 . 
a; =1 + 47 + 64y, 17 + 47y = 0, y = + 1 (med. 2), 
« = + 47 + 64 = + 111 (mod. 128) . 

Also bat die Gongruenz 
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ä;2 = 33 (mod. 256) 

die 4 Wurzeln + 17, + 111. 

§ 80. Beste eines beliebig zusammengesetzten 
Moduls. — Wenn der Modul m = 2^p^qf^ . . . ist, wo p, g', . . . 
ungerade Primzahlen, Xj A, /x, ... ganze positive Zahlen be- 
zeichnen, so muss offenbar eine Zahl a, welche Rest von m 
ist, auch Rest jeder der Zahlen 2^, p^, qf*, ... sein. Wenn 
also die Zahl a Nichtrest einer einzigen der Zahlen 2^^, p^, . . . 
ist, so ist sie auch Nichtrest von m. Wenn a umgekehrt 
Rest jeder der Zahlen 2^, p^, ... ist, so muss sie auch Rest 
von m sein. Es sei nämlich 

a^^a (mod. 2**) , 

ß^ ^ a (mod. p^) , 



^i i^ eine Zahl i b.,tta„<, w.Icl.; de. B.4bgu^.a 

I ^ « (mod. 2*) , 1^/5 (mod. 2?^) , . . . 
genügt, so ist 

I» = «« = a (mod. 2»^) , l^^/S« = a (mod.^), ...; 

also ist 1^ — a durch jede der Zahlen 2*, p^, . . ., und, da 
letztere prim zu einander sind, auch durch das Produkt der- 
selben theilbar, d. h. es ist 

i^^a (mod. m) . 

Um also zu erkennen, ob eine Zahl a Rest von m sei, hat 

man zu untersuchen, ob sie Rest jedes Primfactors von m 

ist. Nur wenn dies der Fall ist, ist sie auch Rest von m. 

Es ist nun auch leicht anzugeben, wie viele Wurzeln 

die Congruenz 

x^^a (mod. 2^p^qf^ , . .) 
besitzt. 

Die Congruenz a?^a (mod. 2^) hat, je nachdem x = 1, 

= 2 , > 2 ist, 1, 2 oder 4 Wurzeln. Jede der folgenden Con- 

gruenzen, die wir zu losen haben, a?^ ^a (mod. p^), ... hat 

2 Wurzeln, und solcher Congruenzen sind Tc vorhanden, wenn 

h ausdrückt, wie viele ungerade Primzahlen Py $, . . • in m 

enthalten sind. Da wir nun, um alle Wurzeln der vorgelegten 

Congruenz zu erhalten, jede Wurzel der ersten Congruenz mit 
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jeder Wurzel der zweiten, mit jeder Wurzel der dritten, u. s. w. 
in der angegebenen Weise zu combiniren haben, so erkennen 
wir; dass die Congruenz 

a^^a (mod. 2^p^qf* . . .) 

2*, 2 • 2* — 2H-1 oder 4 • 2* = 2*+« Wurzeln besitzt, je nach- 
dem X =e 1 , =2 oder > 2 ist. 

AulSgaben. 1) x^ = 13 (mod. 54) [+ 11] 

2) x^ = 137 (mod. 196) [+ 23 , + 75] 

3) a:^ = - 191 (mod. 1296) [± 49, ± 113, ±535, ± 599] 

4) aj2 = 1 (mod. 210) [±1, +29, ±41, +71] 

5) a^ = 55 (mod. 95) [± 25 , ± 70] 

6) a^= — n (mod. 5575 = 25 • 223) [± 1883, ± 1908] 

7) ic^ = 121 (mod. 552 = 2» . 3 . 23) 

[±11, ±35, ±103, ±127, ±149, ±173, ±241, ±265] 

8) a;2 = 5 (mod. 844 = 4 . 211) [±65, ± 357]. 

§ 81. Der verallgemeinerte Wilson^sche Satz« — 
Das Produkt aller Zahlen, welche prim zu m und nicht 
grösser als m sind, ist ^ — l(mod. w), wofern m pri- 
mitive Wurzeln besitzt; in allen anderen Fällen ist 
dasselbe ^ + 1 (mod. m) . 

Beweis. Die Zahlen, welche prim zu m und nicht grosser 
als m sind, lassen sich in zwei Klassen zerlegen; die erste 
Klasse enthalte diejenigen dieser Zahlen, welche der Congruenz 
x^ ^1 (mod. m) genügen, die zweite die übrigen. 

Was nun die Zahlen der zweiten Klasse betrifft, so kann 
man dieselben in Paare von je zweien ordnen, so dass das 
Produkt der Zahlen jedes Paares ^ 1 (mod. m) sei. Wemi 
nämlich a eine Zahl der zweiten Klasse ist, so lässt sich stets 
eine und nur eine Zahl b bestimmen, welche der Congruenz 
ab ^ 1 (mod. m) genügt, und diese Zahl muss von a ver- 
schieden sein, da a sonst der Voraussetzung zuwider in die 
erste Klasse gehören würde. Das Produkt aller Zahlen der 
zweiten Klasse ist daher ^ 1 (mod. m), und somit hat das 
Produkt aller Zahlen, welche prim zu m und. nicht grosser 
als m sind, für den Modul m denselben Rest, wie das Produkt 
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aller Zahlen der ersten Klasse, d. i. das Produkt aller Wurzeln 
der Congruenz x^^l (mod. m). 

Diese letzteren lassen sich nun gleichfalls in Paare von 
je zweien ordnen, aber so dass das Produkt der Zahlen jedes 
Paares ^ — 1 (mod. m) ist; denn wenn a eine Wurzel der Con- 
gruenz x^^l (mod. m) ist, so ist es auch — a , und es ist 

a«(— a) = — a*^— 1 (mod. m) . 

Das Produkt aller in Rede stehenden Zahlen ist daher 

^ — 1 (mod. m) , 

wenn die Congruenz x^^l (mod. m) nur zwei Wurzeln besitzt, 
d. i. wenn m eine Potenz einer ungeraden Primzahl, oder das 
Doppelte einer solchen Potenz, oder gleich 4 isfc In allen 
andern Fällen hat die Congruenz x^ =^1 (mod. m) nach deui 
Früheren 2* Wurzeln, wo ^^2 ist, und dann ist das Pro- 
dukt aller Zahlen, die prim zu m und nicht grösser als m 
sind, ^ + 1 (mod. m) . 

Anmerkung. Der erste Theil des Satzes ergiebt sich 
durch Anwendung der Indices leicht auf folgende Weise: 

Es bezeichne g eine primitive Wurzel von m, so stellen 
die Potenzen 

die Zahlen dar, die prim zu m und nicht grösser als m sind. 
Das Produkt dieser Zahlen ist 

g^vi^) ist aber ^ — 1, ^^^^J ^ + 1 (mod. m), und somit giebt 
das betrachtete Produkt den Rest — 1. 

§ 82, üeber die Moduln, für welche eine gegebene 
Zahl Rest ist. — Nachdem wir im Vorhergehenden unter- 
sucht haben, welche Zahlen Reste eines gegebenen Moduls 
sind, haben wir umgekehrt die schwierigere Frage zu be- 
handeln, für welche Moduln eine gegebene Zahl Rest ist. 
Wir können uns dabei auf Primzahlmoduln beschränken, da 
der § 80 uns gelehrt hat, dass eine Zahl nur dann Rest eines 
zusammengesetzten Moduls ist, wenn sie Rest jedes einzelnen 
seiner Primfactoren ist. Da ferner der Modul 2^ in § 79 seine 
Erledigung gefunden hat, so bleiben nur die ungeraden Prim- 
zahlen zu ermitteln, für welche die gegebene Zahl Rest ist. 
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Eine weitere Vereinfachung erfahrt die Aufgabe noch 
durch den § 78, in welchem gezeigt ist; dass eine zusammen- 
gesetzte Zahl Best oder Nichtrest einer ungeraden Primzahl 
ist; je nachdem sie eine gerade oder ungerade Anzahl Yon Fac- 
toren enthält , die Nichtreste dieser Primzahl sind. Unsere 
Aufgabe reducirt sich also auf die Beantwortung der Frage: 

Für welche ungeraden Primzahlen als Moduln ist jede 
der drei Zahlen — 1; + 2, + 2; "'^ö 2 ^^^^ ungerade Primzahl 
bezeichnet; quadratischer Best? 

§ 83, Moduln, für welche — 1 Best ist — 

Lehrsatz. Die Zahl — 1 ist Best aller Primzahlen 
von der Form 4n -j- 1, Nichtrest aller Primzahlen 
von der f'orm 4» + 3. 

1. Beweis. Nach § 77 ist — 1 Best von p, wenn 

(- 1) « = + 1 
ist; dies , erfordert, dass "Z eine gerade Zahl sei, etwa 

^-y~ =s 2n] dann ist j) = 4n + 1. 

Nach demselben Paragraphen ist — 1 Nichtrest von |>, 

wenn ( — 1) * = — 1 ist; dies erfordert, dass^-r — ungerade, 
etwa ■ = 2w + 1 sei; dann ist aber j) «= 4n + 3. 
Wenn umgekehrt jp = 4w + 1 ist, so ergiebt sich 

(-1)« =+1, 
und wenn j) «= 4n + 3 ist, so folgt 

somit ist — 1 für jede Primzahl |) = 4n + 1 Best, für jede 
Primzahl j) = 4n + 3 Nichtrest. 

2. Beweis. Nach § 75 befinden sich unter den Zahlen 
1 , 2, 3, . . . , 2) — 1 ebenso viele Beste wie Nichtreste, näm- 
lich Q Zahlen jeder der beiden Arten; daher wird das Pro- 
dukt aller Zahlen 1, 2, 3, . . ., |} — 1 nach § 78 ein Best oder 
ein Nichtrest sein, je nachdem ^T" gerade oder ungerade ist 
Da nun dieses Produkt nach dem Wilson'schen Satze 
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^ — 1 (mod. jp) 
ist, so ist auch — 1 Rest oder Nichtrest von jp, je nachdem 

a gerade oder ungerade ist, d. h, je nachdem p die Form 

4w 4" 1 ^^^^ 4n + 3 hat. 

Zusatz. Jede Primzahl von der Form 4n -|- 1 ist 
die Summe zweier, Quadrate, welche prim zu einan- 
der sind. 

Beweis. Wenn p = 4n + 1 ist, so ist — 1 Rest von p, 
d. h. es lässt sich eine Zahl a von der Beschaffenheit ermit- 
teln, dass a* ^ — 1 (mod. p) , also a* + 1 durch p theilbar 
sei. Dann muss aber nach § 37 jp selbst die Summe zweier 
Quadrate sein, und diese sind prim zu einander, weil ein 
beiden gemeinschaftlicher Divisor auch in jp ohne Rest auf- 
gehen müsste. 

Auf welche Weise die Zerlegung von p in zwei Quadrate 
ausgeführt werden kann, ist schon § 37 gezeigt worden; 
auch werden wir später auf den Gegenstand nochmals zurück- 
kommen. 

§ 84. Moduln, für welche + 2 Rest ist. — Die Zahl 
2 hat, wie ein Durchblicken der Index-Tabelle ergiebt, einen 
geraden Index für die Moduln 7, 17, 23, 31, 41, 47, 71, 73, 
79, 89, 97. Für diese Primzahlen, die von den Formen 8n -+- 1, 
8m -f- 7 sind, ist also 2 Rest. 

Der Index von 2 ist ungerade für die Moduln 3, 5, 11, 
13, 19, 29, 37, 53, 59, 61, 67, 83. Für diese Primzahlen, 
die von den Formen 8n + 3, 8n + 5 sind, ist also 2 
Nichtrest. 

Lehrsatz. Die Zahl 2 ist Rest aller Primzahlen der 
Formen 8w + 1, 8n + 7, Nichtrest dagegen aller Prim- 
zahlen der Formen 8n + 3, 8w -j- 5. 

Beweis. I. Wir beweisen zunächst, dass 2 Nichtrest aller 
Primzahlen 8» + 3, 8n-|-5 oder, was dasselbe ist, Nichtrest 
aller Primzahlen 8n + 3 ist. Jedenfalls ist der Satz für die 
Primzahlen unter 100 richtig; wäre derselbe nun nicht all- 
gemein gültig, so müsste es Primzahlen der Formen 8n + 3 
geben j für welche 2 Rest wäre. Die kleinste dieser Zahlen 
sei t, d. b. es sei t die kleinste Primzahl einer der beiden 



2 



190 Siebentes EApitel. 

Formen 8w + 3, für welche als Modul die CongrueDz x 
möglich ist. Die GoDgruenz hat nach § 75 zwei entgegen- 
gesetzt gleiche Wurzeln , die wir mit + ^ ^^'^ — ^ ^ ^ — ^ 
bezeichnen wollen, und von denen jede < t ist Je nachdem 
nun a gerade oder ungerade ist, wird t — a ungerade oder 
gerade sein. Wir dürfen daher eine der Wurzeln als ungerade 
voraussetzen. Es sei a ungerade und < t Da nun a Wur- 
zel der Congruenz 

0?^ E^ 2 (mod. t) 

sein soll , so können wir a* ««= 2 + ^w , also ^m = a* — 2 
setzen, wo u eine ganze Zahl bezeichnet. Dies giebt tu<C^a^, 
Es ist aber a < f , also auch a* < ^*; umsomehr wird tu < t\ 
also u <^t sein. Was ferner die Form von u betriflFfc, so ist 
a^ von der Form 8w + 1 (das Quadrat jeder ungeraden Zahl 
hat diese Form), also tu = a^ — 2 von der Form 8n — 1, und 
da t von der Form 8n + 3 ist, so muss u die Form 8n + 3 
haben. 

Aus der Gleichung a^ = 2 + ^w folgt aber, dass 

a* ^ 2 (mod. u) 

sein muss. Es wird also die Congruenz a? ^2 auch für 
einen Modul u besteben, der < t und gleichfalls von einer der 
beiden Formen 8w + ^ ^s^* 

Dies widerspricht, wenn u eine Primzahl ist, der Voraus- 
setzung, nach welcher t die kleinste Primzahl sein soll, für 
welche 2 Best ist. Ist dagegen u eine zusammengesetzte Zahl, 
so muss diese wenigstens einen Primzahlfactor v einer der 
Formen 8w + 3 enthalten, da Factoren der Formen 8n 4- 1 
niemals ein Produkt einer der Formen 8w + 3 liefern können. 
Da dann 2 auch Rest von v sein müsste und v gleichfalls < t 
ist, so würde sich derselbe Widerspruch ergeben. 

2 ist also Nichtrest der Primzahlen 8w + 3 und 8w -)- 5, 
II. Wir wollen jetzt beweisen, dass 2 Rest aller Prim- 
zahlen 8w + 7 ist. Da — 1 nach § 83 Nichtrest dieser Zahlen 
ist, so brauchen wir nur darzuthun, dass — 2 Nichtrest aller 
Primzahlen 8w + 7 sei. Statt dessen beweisen wir, dass — 2 
Nichtrest aller Primzahlen der beiden Formen 8n + 5, 8n + 7 
ist (obwohl wir dies für die Primzahlen 8n + 5, für welche 
— 1 Rest ist, schon nach dem Vorhergehenden wissen). 
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Die Zahl 5 hat die Beste 1, 4, die Nichtreste 2, 3^ — 2. 
Also ist — 2 Nichtrest von 5. Ebenso ist — 2 Nichtrest von 7. 
Wäre nun der Satz nicht allgemein gültig, d. h. gäbe es Prim- 
zahlen der Formen Sw + ö? 8n + 7, für welche — 2 Rest 
wäre, so könnten wir wieder die kleinste derselben, ty wählen 
und erhielten, wenn wir die ungerade Wurzel der Congruenz 

ÄJ« = — 2 (mod. t) 
mit a bezeichneten, 

a^^ — 2 (mod. t) , also — 2 = a^ — ^w , 

und hieraus würde wieder, da a < Mst, w < ^ folgeiL Weiter 
würde sich ergeben, dass u von der Form 8n + 5 oder 8w + 7 
sein müsste, je nachdem t die Form 8n + 7 oder 8w + 5 hätte. 
Endlich würde aus der Annahme — 2 = a^ — tu noch 

— 2 ^ a^ (mod. u) 

folgen, es müsste also — 2 auch Rest von u sein. Wenn u 
eine Primzahl ist, so widerspricht dies der Voraussetzung, 
nach welcher t die kleinste Primzahl der Formen 8» + 5, 
8n + 7 sein soll, für welche — 2 Rest ist. Ist aber u eine 
zusammengesetzte Zahl, so muss diese wenigstens einen Prim- 
zahlfactor v einer der Formen 8w + 5, 8w + 7 enthalten, und 
dann müsste — 2 auch Rest dieses noch kleineren Factors 
sein, was ebenfalls der Voraussetzung widerspricht. Es ist 
also — 2 Nichtrest aller Primzahlen 8« + 5 und 8n + 7, folg- 
lich -f- 2 Rest aller Primzahlen 8n + 7. 

lU. Endlich haben wir noch zu beweisen, dass 2 Rest 
jeder Primzahl 8w + 1 ist- Es sei g eine primitive Wurzel 
von 8n + 1| so ist nach dem Fermat'schen Satze (g^*)^ ^ + 1 
und, weil flf** nicht ^+1 sein kann, da g sonst zum Ex- 
ponenten 4n gehören würde , g^^ ^ — 1 oder 

gr*» -f 1 = (mod. 8w + 1). 
Nun ist 

(/» + l)'=/« + 25f2-+l, 

also mit Rücksicht auf die vorhergehende Congruenz 

^2n ^ 1)2 = 2ß2« (mod. 8n+ 1). 

Daraus geht hervor, dass 2g^^ Rest von 8w + 1 ist, und da 
g^* ein durch den Modul nicht theilbares Quadrat ist, so ist 
auch 2 Rest von 8w + 1. 
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Zusatz. Die Zahl — 2 ist Rest jeder Primzahl der 
Formen 8n + 1* 8n + 3, Nichtrest dagegen Jeder Prim- 
zahl der Formen 8n + 5 und 8n + 7. 

Der Beweis ergiebt sich sofort, indem mau 

- 2 = (- 1) . 2 

annimmt und die in § 83 und 84 gewonnenen Resultate mit 
Rücksicht auf § 78 verbindet. 

§ 85. Anderes Mittel, zu entscheiden, ob eine 
gegebene Zahl Rest oder Nichtrest einer Primzahl 
sei. — Anwendungen. — Lehrsatz. Bezeichnet a eine 
Zahl, die prim zu der ungeraden Primzahl p ist, und 
bildet man die kleinsten positiven Reste der Produkte 

a, 2a, 3a, . . ,, — - — a, 

so wird ein Theil derselben < ^jp, ein Theil > 4^p sein. 
Wird die Anzahl der Reste, die >^p sind, mit [i be- 
zeichnet, so ist a Rest oder Nichtrest von j9, je nach- 
dem ft gerade oder ungerade ist. 

Beweis. Werden diejenigen Reste der obigen Produkte, 
welche < ^p sind, mit r^, fg; ^3; • • v ^^^ übrigen ft, die >^p 
sind, mit i?^, iJg, JBg, . . . JB^ bezeichnet, so sind die Ergän- 
zungen der letzteren zum Modul, nämlich p — -Bi, p — i^; 
p — Jßg, . . ., p — Bfi gleichfalls < -J-p und sowohl unter ein- 
ander, als auch von den Resten r^, rg, ^g, ... verschieden j 
denn die Congruenz p — Bx ^p — Bx würde* die folgende 
nach sich ziehen: Bx ^ Bx (mod. p) , und aus der Annahme 
p — Bx^rx würde i2x + n ^ (mod. j?) folgen, und beides 
ist offenbar unmöglich. Daher werden die Zahlen 

^i> ^2; ^8> •••> i' — A; JP ~ -^j ...j p — Bf^ 



in irgend einer Reihenfolge mit den Zahlen 1, 2, 3, ... , 



p-i 



2 

übereinstimmen, und das Produkt der ersteren muss gleich 
dem Produkt der letzteren sein. Wir erhalten also 

r^ .r2.r8...(p — i?i)(p—li2)...(i> — i?^) = 1.2.3.-.^-^ 

und durch Weglassung der Vielfachen von p 

(— 1)^ ri ^2 rg . . . JBi JBg . ., JB^ = 1 .2 . 3 • . . ^^ (mod. p) . 
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Andererseits ergiebt sich, wenn wir das Produkt der betrach- 

teten Zahlen a, 2a, . . ., ^— r — a dem Produkt ihrer Reste con- 
gruent setzen 

1 . 2 . 3 • • • ^-g — a h:^ r^ Tg rg . . . iJi J?2 • • • ^/* {moA.p) , 

und mit Rücksieht hierauf geht die vorhergehende Congruenz 
über in 

{—lya 2 =1 (mod.|)) 
oder in 

a 2 112 (— 1)^ (raod. j)) . 

a ^ ist also ^+1 ^^^^^ ^ — 1, d. h. a ist Rest oder Nicht- 
rest You p, je nachdem ft. gerade oder ungerade ist. 

Anwendungen. L Um zu ermitteln, von welchen Prim- 
zahlen 2 quadratischer Rest ist, haben wir die Reste der Pro- 
dukte 2, 4, 6, . . . , j) — 1 zu bilden und zu sehen, wie viele der- 
selben kleiner und wie viele > ^ jp sind. Wir wollen die letzteren 
von den ersteren durch einen Vertikalstrich trennen. Jene Pro- 
dukte lassen sich dann, je nachdem j) eine der vier Formen 8w -j- 1, 
8w + 3, 8n -|- 5, 8n + 7 hat, in folgender Weise schreiben: 

2,4, 6,..., 4n I 4n + 2, ...,8n 

2, 4, 6, . . . , 4w I 4w -f 2, . . ., 8n, 8w -f 2 

2, 4, 6, . . ., 4n + 2 1 4n -f 4, . . ., 8n, 8w + 2, 8n -f 4 

2,4,6, ...,4w + 2 I 4w + 4,...,8n + 4, 8n + 6. 

Im ersten Falle sind also — ~ — = 2 w , 
im zweiten 

(iML^JZÜ* = 2» + 1 , 

,1 

im dritten 

(8n+4)-(4n + 2)_g^ | 1^ 

endlich im vierten 



(8n + 6) - (4n + 2) _ gn + 2 



Zahlen > -f-, d. h. 2 ist Rest der Primzahlen 8w -|- 1, 8w + 7, 
Nichtrest der Primzahlen 8m + 3; 8w + 5. 

Wtrtheim, Zahlentheorie. 18 
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IL Um zu ermitteln, yon welchen Primzahlen 3 quadra- 
tischer Rest ist, bilden wir die Reste der Produkte 

3 6 9 ^(^-^) 

O, D, tr, . . . , 2 

und ermitteln, wie viele dieser Reste > ~ sind. Nun kann p 
eine der vier Formen 

12w+l, 12n + 5, 12n + 7, 12n + 11 

haben. Wenn erstens iß = 12n + 1 ist, so ist 

die letzte zu betrachtende Zahl. Nun sind zunächst die Pro- 
dukte 3, 6, 9, ..., 6w sämmtlich <.^p, kommen also nicht 
in Betracht; dann folgen die Produkte 6w + 3, 6n + 6, 
..., 12n, die sämmtlich >^jp sind; hieran schliessen sich 
endlich die Produkte 12n + 3, 12n + 6, . . ., 18 w, die sämmt- 
lich >p sind; diese müssen durch ihre kleinsten positiven 
Reste 2, 5, ..., 6n — 1 ersetzt werden, und da diese letz- 
teren sämmtlich < ^ sind, so kommen auch sie nicht in Be- 
tracht. Es sind also nur die Reste 

6w + 3, ..., 12n 

grosser als —f ^^^ ^^ ^^^^ Anzahl r = 2n, also ge- 
rade ist, so ist 3 Rest jeder Primzahl 12w -f- 1. 

■ « 

Ebenso zerfallen für jede der drei anderen Formen von 
jP die betrachteten Produkte in je drei Gruppen, von denen 

nur die mittlere die Reste enthält, die grösser als ^ sind. 

Wir wollen in jedem Falle diese mittlere Gruppe durch Ver- 
ticalstriche von den anderen trennen. Es sind danach zwei- 
tens für 2? = 12n + 5 die Reste der in Rede stehenden 
Zahlen 

3, 6, 9, . . ., 6w I 6w + 3, . . ., 12w + 3 | 

12w + 6 = l,4, ..., 18w + 6 = 6n+ 1; 

die mittlere Gruppe enthält 

(12H+3)-6n _g^ ,^ 

3 
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Glieder; da 2w + 1 ^ine ungerade Zahl ist, so ist 3 Nicht- 
rest jeder Primzahl 12n + 5. Drittens sind für 

p=l2n + 7 

die Reste der. in Rede stehenden Zahlen 

3, 6, 9, . . ., 6w + 3 I 6w + 6, . . ., 12n + 6 | 
12w + 9 = 2, 5, ..., 18w + 9 = 6w + 2, 

und da die mittlere Gruppe 

(12n + 6) - (6^ + 3) o^ , 1 

also eine ungerade Anzahl Glieder enthält, so ist 3 Nichtrest 
jeder Primzahl 12n + 7. 

Wenn endlich p die Form 12w + 11 hat, so sind die 
Reste der betrachteten Produkte 

4 

3, 6, ..., 6w + 3 I 6w + 6, ..., 12w + 9 1 
12w+ 12 = 1, 4, ..., 18w+ 15 = 6w + 4, 

und da die mittlere Gruppe 

(12n + 9)-(6n + 3) ^2n + 2 

also eine gerade Anzahl Glieder hat, so ist 3 Rest jeder Prim- 
zahl 12w+ 11. 

Anmerkung. Da die Zahlen der beiden Formen 12n + 1; 
12m + 5 von der Form 4w + 1? diejenigen der beiden For- 
men 12w + 7, 12w -f- 11 von der Form 4w -(- 3 sind, so er- 
giebt sich durch Verbindung der eben erhaltenen Resultate 
mit dem Ergebniss des § 83 der Satz: 

Die Zahl — 3 ist Rest aller Primzahlen der For- 
men 12w + 1; 12n + 7, Nichtrest aller Primzahlen der 
Formen 12n + 5, 12w + 11. 

§ 86. Der Reciprocitäts-Satz. — Wir haben jetzt 
noch zu untersuchen, von welchen ungeraden Primzahlen p 
eine gegebene ungerade Primzahl q Rest ist. Diese Frage 
beantwortet einer der interessantesten Sätze der Zahlentheo- 
rie, der Reciprocitäts-Satz,^ der sich folgendermassen ausspre- 
chen lässt: 

Wenn p und g*7;wei positive ungerade Primzahlen 

sind, von denen wenigstens eine die Form 4w + 1 hat, 

so ist q Rest oder Nichtrest von p, je nachdem p Rest 

13* 



196 Siebentes Kapitel. 

oder Nichtrest von q ist. Hat aber jede der beiden 
Zahlen p, q die Form 4n -f- 3, so ist q Rest oder Nicht- 
rest von p, je nachdem p Nichtrest oder Rest von q ist. 
Dieser Satz ist von Legendre durch Induction gefunden 
worden (Theorie des nombres, II, § 6); erst Gauss gelang 
eS; ihn zu beweisen. Gauss hat sich mit dem wichtigen 
Satze lange beschäftigt und nach einander sechs Beweise des- 
selben gegeben, denen später noch andere Beweise von Eisen- 
stein, Liouville u. A. gefolgt sind. Bei Anwendung des 
Legendre'schen Symbols lässt sich der Satz durch die Formel 

ausdrücken; denn wenn eine der beiden Zahlen jp, q von der 
Form 4n 4" 1 ist, so hat die rechte Seite der Formel den 

Werth + 1; folglich muss jedes der Symbole (— ), (— ) ent- 
weder den Werth + 1 oder den Werth — 1 haben. Hat 
aber jede der Zahlen jp, q die Form 4w + 3, so ist die rechte 
Seite der Formel gleich — 1, und somit hat von den Sym- 
bolen (— ), (") das eine den Werth + 1, das andere den 

Werth — 1. 

Wir geben im Folgenden zunächst den fünften der von 
Gauss veröffentlichten Beweise (Bd. II, p. 51). 

§ 87. Beweis des Reciprocitäts-Satzes. Um zu 
sehen, ob p Rest oder Nichtrest von q sei, hat man nacli § 85 
die Produkte 

(1) P, 2i), Sjp, ...,^-=^l> 

zu nehmen, ihre kleinsten Reste für den Modul q zu bilden 

2 



und zu zählen, wie viele dieser Reste grösser als —- sind; die 



Anzahl dieser letzteren sei n. 

um zu sehen, ob q Rest oder Nichtrest von p sei, hat 
man ebenso die Produkte 

(2) q,2q,3q,...,^q 

zu unter suchen; von den Besten ders^en seien v grosser 

als |-. 
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Es ist dann p Rest oder Nichtrest von 2, je nachdem n 
gerade oder ungerade ist, und ebenso g Rest oder Nichtrest 
von py je nachdem v gerade oder ungerade ist. 

Wir betrachten nun statt der Reihen (1) und (2) die 
Reihe der Zahlen 

•(3) 1, 2, 3, ...,i03-l), 

welche, da ihr letztes Glied sowohl grosser wie das letzte 
Glied von (1), als auch grösser wie das letzte Glied von (2) 
ist, die Zahlen der Reihen (1) und (2) in sich schliesst. 

Unter den Zahlen der Reihe (3) sind also zunächst alle 
in (1) enthaltenen Vielfachen von p. Die kleinsten positiven 
Reste dieser Vielfachen von jp, für den Modul q genommen, 

sind entweder > -|- oder < -~ , und da die Anzahl der erste- 

ren der Voraussetzung nach gleich n ist, so muss die der 

letzteren ^-^ n sein. 

Ferner enthält die Reihe (3) alle in (2) befindlichen 
Vielfachen von ^5 die Reste derselben, für den Modul p ge- 
nommen, sind entweder >^p oder K^p, und da die An- 
zahl der ersteren der Voraussetzung nach gleich v ist, so wird 

die der letzteren ^—z v sein. 

Was endlich die übrigen Zahlen der Reihe (3) betriflft, 

so befinden sich darunter 

solche, deren Reste für den Modul p kleiner als ^p und zu- 
gleich für den Modul q kleiner als ^ q sind; die An- 
zahl dieser Zahlen sei a; 

solche, deren Reste für den Modul p kleiner als ^p und zu- 
gleich für den Modul q grösser als \ q sind; die Anzahl 
derselben sei /?; 

solche, deren Reste für den Modul p grösser als \p und zu- 
gleich für den Modul q kleiner als ^ g sind; die An- 
zahl derselben sei y; endlich 

solche, deren Reste für den Modul ^ grösser als ^p und zugleich 
für den Modul q grösser als \ q sind; die Anzahl der- 
selben sei 8. 
In derselben Weise kann man die Zahlen der an (3) sich 

anschliessenden Reihe 
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(4) i(jPi+ 1), ..-^M-S, jpg — 2, j)g— 1, 

welche ebenso viele Glieder wie (3) enthält, nach den Resten, 
welche sie beziehungsweise für die Moduln p, q geben, in 
Gruppen zerlegen. Da nun allgemein 

pq — a^ — a^p — a (mod. p) 
und ebenso 

pq — a^ '^ a^q — a (mod. q) 
ist; und da 

p — a ^ \p, je nachdem a ^ i^p, 

g — a ^ ^ g, je nachdem a^^q 

ist, so wird für jede Zahl a der Reihe (3), deren Rest für 
den Modul j) grösser oder kleiner als ^p ist, die Reihe (4) eine 
Zahl p — a enthalten, deren Rest beziehungsweise kleiner oder 
grösser als ^ j? ist, und dasselbe gilt hinsichtlich des Moduls^. 

Die Reihe (4) enthält also 
a Zahlen, deren Reste für den Modul p grösser als ^p und 

zugleich für den Modul q grösser als ^q sind; 
ß Zahlen, deren Reste für den Modul p grösser als ^ j> und 

zugleich für den Modul q kleiner als ^ q sind; 
y Zahlen, deren Reste für den Modul p kleiner als ^ p wni 

zugleich für den Modul q grösser als \ q sind; 
S Zahlen, deren Reste für den Modul p kleiner als ^p und 

zugleich für den Modul q kleiner als ^ q sind. 
Es sind also in den Reihen (3) und (4) zusammen, d.h. 
unter den Zahlen von 1 his pq — 1 a -[- d Zahlen vorhanden, 
deren Reste für den Modul p kleiner als ^2>, d, h. eine der« 
Zahlen 1, 2, 3, . . ., ^ (^ — 1) sind, und welche gleichzeitig 
für den Modul q eine der Zahlen 1, 2, 3, . . ., ^ (g — 1) zum 
Rest haben. Da nun die Anzahl der Zahlen, die diesen bei- 
den Bedingungen genügen , offenbar i(p — 1) - ^ {q — 1) ist, 
so erhalten wir die Gleichung 

(I) a+d = ^ip-l)(q-l). 

Unter den Zahlen von 1 bis pq — 1 befinden sich ebenso 
ß -{- y Zahlen, welche für den Modul p einen Rest > ^j? ge- 
ben, also eine der ^ {p — 1) Zahlen -i- (jp + 1), . . ., (i> — 1) 
zum Rest haben, und welche gleichzeitig für den Modul q 
eine der i (3 — 1) Zahlen i (2 + 1) , . . . , 2 — 1 zum Rest 
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haben. Da die Anzahl dieser Zahlen \ (p — 1) * ^ {q — 1) 
sein muss, so ist 

(II) ^ + j,_^(p_i)(2_i). 

Fassen wir weiter die Zahlen der Reihe (3) ins Auge, 
deren Reste für den Modul q grösser als ^ q sind, so sind es 
zunächst n Vielfache von p^ welche diese Eigenschaft besitzen, 
dann aber, wie wir gesehen haben, noch ß -{- d, also im Gan- 
zen n + /3 + d Zahlen. 

Andererseits sind dies folgende Zahlen (die kleinste der- 
selben, d. i. ^ (2 + 1), soll der Kürze wegen mit a bezeich- 
net werden): 

a, a+1, a + 2,..., j— 1, 

« + ^, ö + ff+l, Ö + 2 + 2,..., g-fg-1, 

} 

Da jede Horizontalreihe aus q — a = ^ (q — 1) Gliedern 
besteht, und da —^ 1" 1 == 1 (P — 1) solcher Reihen vor- 
handen sind, so ist die Anzahl dieser Zahlen 

,j3, H.-i)-i(i>-i), 

(III) n + ß-j-S=^{(p-l)iq-l). 

Ebenso ergiebt sich durch doppelte Zählung der Zahlen 
von (3), welche für den Modul p Reste haben, die > ^p sind, 

(IV) v + y + d = i(i)-l)(2-l). 

Durch Addition der drei letzten Gleichungen erhält man 

(V) 2ß-{-2y-{-2d + n + v=^iip-l)(q-l), 

und daraus entnehmen wir Folgendes: Wenn eine der Zahlen 
p, q die Form 4n + 1 hat, so ist die rechte Seite von (V) 
eine gerade Zahl, also muss auch die linke und somit n •\- v 
gerade sein; in diesem Falle sind also w, v beide gerade oder 
beide ungerade, oder q ist Rest von p^ wenn p Rest von q 
ist, und q ist Nichtrest von p^ wenn p Nichtrest von q ist. 
Hat dagegen jede der Zahlen Py q die Form 4n -f- 3, so 
ist die rechte Seite von (V) eine ungerade Zahl; daher muss 
auch die linke Seite und somit n -{- v ungerade sein; das ist 
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aber nur möglich, wenn eine der Zahlen n, v gerade^ die an- 
dere ungerade ist; in diesem Falle ist also q Nichtrest Ton 
Pj wenn p Rest von q ist, und q Rest von jp, wenn p Nicht- 
rest von q ist. 

§ 88, Eisensteines geometrischer Beweis des Re- 
ciprocitätssatzes (Grelle, Journal, Bd. 28). — Es sei p eine 
positive ungerade Primzahl, a der Complex der Zahlen 2, 4, 
6, . . ., ß — 1 und q eine beliebige durch p nicht theilbare 
ganze Zahl. Wir bilden die für den Modul p offenbar incon- 
gruenten Produkte 

2q, 4g, 6g, ..., (p- l)^ 

und nehmen deren kleinste positive Reste für den Modul p. 

Diese Reste sind theila gerade, theils ungerade Zahlen; 
die ersteren gehören dem Complex a an, die letzteren nicht 
Ein gerader Rest r bleibt unverändert, wenn man ihm den 
Factor (— l)*" zutheilt; ein ungerader Rest r dagegen wird 
durch Zutheilung dieses Factors in eine negative ungerade 
Zahl verwandelt, also congruent einer geraden Zahl, die eben- 
falls dem Complex a angehört. Der Complex aller Zahlen 
( — l)*" r wird also zusammenfallen mit dem Complex a, und 
daher ist das Produkt aller Zahlen ( — l)*" r für den Modul p 
congruent dem Produkt aller Zahlen a, in Zeichen 

(— !)"'• n(r) = n{a) (mod.i>) . 

Andererseits ist das Produkt aller Produkte qa 

JJqa = 2q.4q.6q . . . (p — 1) g == g 2 . jj^ ^. 

also, da 

qa^r (mod.jp) 
sein soll, p^^I 

q^ IlaEEE Ilr (mod.p). 

Aus den beiden erhaltenen Congruenzen folgt 

q ^ •(— lp = l(mod.j)) 

oder P::^ 

g 2 =(— l)^''(mod.i?), 

d., i. bei Anwendung des Legendre'schen Symbols 



if) = <■ 
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Bezeichnet nun E (— j die grösste in dem Bruche — ent- 
haltene ganze Zahl, so folgt aus 

dass 

ist. Da a gerade ist, so ist Uqa ^ (mod. 2); ferner ist 

j) E^ 1 (mod. 2) , 



also 



2Jr -^ - SE («/) ^ SE («-«) (mod. 2) 



und 

(f ) - (- rf (^) . 

Wenn g = 2 ist, so liefert diese Formet durch eine Be- 
trachtung, welche der in § 85 angestellten ganz ähnlich ist, 

direkt den Werth des Symbols l—j • 

Ist dagegen q ungerade, also q — 1 gerade, so ist 

^^ (V) = ^ (V) + ^ ©+••■+ ^ (^V^O 

+ ... + £ (<£=i)SV 



Setzt man nun 



F'-^dV". 



WO Q ein positiver echter Bruch ist, und subtrahirt diese Glei- 
chung von q=^ q, so erhält man 

2-«^, d.i. (^^«=(,_l)_^(^«) + (l_,); 

es ist also allgemein 

oder, wenn rechts die gerade Zahl 2E ( — ) — (g — 1 ) ad- 

dirt wird, 

^ (i^*) ^ E (^f) (mod. 2) . 
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Danach ist also 






'■(■ 



p 



I) ^ i. (i.) 



(mod. 2) , 



so dass wir 



•■^c;)=*'(f)+^'G')+^(F') 

+ . . . + E (ii^f^ imoil) 
erhalten, und wenn diese Zahl mit ft bezeichnet wird^ so ist 

Wir denken uns jetzt in der Ebene ein rechtwinkliges 
Coordinaten-System gezogen und die ganze Ebene durch Paral- 
lele zu den Axen in den Abständen = 1 in lauter Quadrate 

getheilt. Alle Ecken der 
Quadrate, die nicht in 
den Coordinaten-Axen lie- 
gen, sollen Gitterpunkte 
heissen. 

Nimmt man auf einer 
Parallele zur y-Axe einen 
Punkt y an (in der Figur 
P), so bezeichnet -E(y) die 
Anzahl der Gitterpunkte^ 
X welche zwischen diesem 
Punkte und der a;-Axe he- 
gen (in der Figur 4). Wird ebenso auf einer Parallelen zur 
x-Axe ein Punkt x angenommen (in der Figur Q), so wird 
E(x) ausdrücken, wie viele Gitterpunkte auf dieser Parallelen 
zwischen dem Punkte und der y-Axe liegen (in der Figur 6). 
Zeichnet man also in der Ebene eine Curve, deren Gleichung 
y = q){x) ist, so bezeichnen Eq>{\)j JE(p(2), Eq){S), ... be- 
ziehungsweise die Anzahl der Gitterpunkte, welche auf der 
ersten, zweiten, dritten, . . . Parallele zur y-Axe zwischen der 
Curve und der x-Axe liegen, also 




rig. 1. 
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• • • 



Eq){i) + Eq)(2) + JE(p{3) + 

die Anzahl aller Gitterpunkte zwischen der Curve und der 
X'Axe. Dabei sind die Gitterpunkte, die etwa zufallig auf der 
Curve selbst liegen, mitgerechnet worden. 

Es sei nun AB diejenige gerade Linie, deren Gleichung 

y=^l-x ist, wo_p, q als positive ungerade Primzahlen vor- 
ausgesetzt werden. AD = FB sei =p, AF =^ BD = q. 



F 




























• 
























^ 


^ 
























^^ 


y 
























,^ 


^ 


Y^' 










E 


t 


^ / 


V / 




V y 


1 ^ 


^ 


y^ 














— t 


% / 


7 \ 


1 K 


r— t 


)^0 

f > 


^cr 


















■ ■ \ 


\ 


) v 


>^' 


k } 


i ) 


V 


















< 

^ 


1^' 


? ' 


{•- ; 


c~ ■ } 


^ i 


( 
















A 












t 


^ 

^ 












L 


1 



Fig. 2. 



AG=FG = \{p^\), AE=CG = i{q-l). 

Bezeichnet jetzt ft die Anzahl der Gitterpunkte zwischen 
AB und der a?-Axe bis zur Ordinate GC incl. (in der Figur 
sind diese Gitterpunkte durch Sternchen (*) ausgezeichnet), so 

ist nach dem oben Bewiesenen (— j = ( — 1)'*. Die Gleichung 

unserer Geraden kann aber auch 

P 

geschrieben werden. Ist also v die Anzahl der Gitterpunkte, 
welche zwischen AB und der j/-Axe bis zur Abscisse EG incl. 
liegen (in der Figur sind dieselben durch kleine Nullen (o) 

ausgezeichnet), so ist f— ) === ( — l)^ Man hat somit 

WO ft + 1/ die Anzahl aller Gitterpunkte bezeichnet, die dem 



(f ) (f) 
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Rechteck AEGC angehören. Da jp prim zu q ist, so kann 
keiner dieser Gitterpunkte auf AB selbst liegen [nur für die 
Werthe a? «= p, 2p , 3|), . . • , denen die Werthe y = ö, 2g, 
3^; . . . entsprechen, wird man Gitterpunkte erhalten , die auf 
AB liegen, der erste derselben ist also £]; die Anzahl der 
Gitterpunkte in AEGC ist demnach 

und wir erhalten 

(— l)i(p-i)(«-i)^ 

was zu beweisen war. 

§ 89. Zusammenstellung der gewonnenen Resul- 
tate und Anwendungen derselben. — Die in den vor- 
hergehenden Paragraphen gewonnenen Resultate setzen uns 
in den Stand, in jedem Falle mit Leichtigkeit zu entscheiden, 
ob eine gegebene Zahl a Rest oder Nichtrest einer zweiten 
gegebenen Zahl m, d. h. ob die Congruenz 

x^ ^a (mod. m) 

möglich ist oder nicht. Zur Wiederholung und Uebung wol- 
len wir die wichtigsten jener Ergebnisse zusammenstellen und 
einige Anwendungen davon machen: 

I. Wenn m =^2^ p^ qf^, , . ist, wo p, g,. . . ungerade Prim- 
zahlen, X, A, /«-,... ganze positive Zahlen bezeichnen , so ist a 
nur dann Rest von m, wenn es Rest jeder der Zahlen 2*, /, 
gA*, . . . ist (§ 80). 

II. Jede ungerade Zahl a ist Rest von 2, jede Zahl a, 
welche die Form 4w -|- 1 hat, Rest von 4, endlich jede Zahl 
a von der Form 8w + 1 Rest« von 2*^, wenn x > 2 ist. Da- 
gegen ist a Nichtrest von 4, wenn es die Form 4w + 3 hat, 
und Nichtrest von 2^ (x > 2) , wenn es eine der Formen 

8n +3, 8n + 5, 8n -+- 7 
hat (§ 79). 

III. a ist Rest von p^, wenn es Rest von p ist, und 
Nichtrest von p^, wenn es Nichtrest von p ist (§ 76), 
bei Anwendung des Legendre'schen Symbols 



e)=(f)- 
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IV. Ein Produkt ist Rest oder Nichtrest einer ungeraden 
Primzahl p, je nachdem es eine gerade oder eine ungerade An- 
zahl von Factoren, die Nichtreste sind, enthält (§ 78), also 

(^o=(f)(i)-(f)- 

V. Es ist y j = -[- 1 oder = — - 1, je nachdem die 

Primzahl p die Form 4^+1 oder 4w + 3 hat (§ 83). 

VI. Es ist (—) = + ! für die beiden Formen 8w + 1, 
8n + 7 der Primzahl p, dagegen 

(— ) = — 1 für die beiden Formen 8w + 3, 8n-(-5 von 
i> (§ 84). ^ ^^ ^^ 

VII. Es ist nach § 86 (^-) (-^-) = (— 1)"^'"^, also 

(— j = (— ), wenn eine der beiden ungeraden Primzahlen die 

Form 4w + 1 hat, dagegen (— ) = — (— ) , wenn sowohl jp, 

als auch g[ von der Form 4w + 3 ist. 

I. Beispiel. Ist die Congruenz a;^ + 80 ^ (mod. 1847) 
möglich? Ja, denn 

(w) = (^)(lä)(lä7)=(-- !)(+!)(- !) = + !' 
da (=ji) 1 nach V, 16 = 4* und 

(sy-(i^)-(l)=-' 

nach VI ist. 

II. Beispiel. 

(S)-(4)(S)-(-')(+')--i> 

denn (j^) = — 1, da 101 = 8 . 12 + 5 ist, und 

III. Beispiel. 

(=^) - (w) (4) (£) - (- « (+ 1) (-')-+ '■' 
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^^'''' (^39) = - 1 "^^'^ ^' (sfe) = + 1 ' '^«" 4=2^ i^t- 
und 

(sssj = (■29") "" (29) ~ ('29) (29) " (t) "" (t) == ~ ^' 
IV. Beispiel. 

(mj " \7s) "" (73J = (73) (73) (73} ' 
nun ist 

(Ä)-(?)=(4)=+>- 

und da auch 

(Ä) = + l "°d (Ä) = + l 

ist , so ergiebt sich (-—) = + 1 . 

T.B.i,pl.l. (-S)-(,i)(iJ), 

da nun ^— j = — 1 und 

(m) — (|) = -(S) 

= - (S) = - (S) = - (Ä) • (Ä) ' 

und da femer 

(Ä) = -i -a (A) = (|) = (!)__>, 



also 



ist, so ergiebt sich 
VI. Beispiel. 

[22^) ™ (^227 j (^227 j (^227 j "" ~ ^ ' 

55)-+'. 

(Ä) = -(?)- -(!)- + ' 
(J.)=(f)-(l)=-. 



<Jeiiii 1 ^^^ 

\^227 
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Aufgaben. 1) Zeige^dass die Congruenz a;^^365 (mod. 1847) 
möglich ist. 

2) Ebenso, dass x^ ^ 195 (mod. 1901) unmöglich ist. 

3) Welchen Werth hat das Symbol (^) ? [— 1] 

4) Desgl. das Symbol g)? [+ 1] 

§ 90. Auflösung der rein quadratischen Con- 
gruenz zweiten Grades. — Nachdem wir die Möglichkeit 
einer Congruenz rr^ = a (mod. m) erkannt haben, liegt es uns 
ob, dieselbe aufzulösen. Nach § 70 dürfen wir voraussetzen, 
dass der Modul m nur eine einzige Primzahl in irgend einer 
Potenz enthalte. Der Fall, in welchem m eine Potenz von 2 
ist, hat in § 79 seine Erledigung gefunden, und in § 76 ist 
die Aufgabe gelöst worden , die Wurzeln der Congruenz 
a^^ a (mod. 2>0 ^u bestimmen, sobald die Wurzeln derselben 
Congruenz mod. p bekannt sind. Wir dürfen uns also auf 
den Fall beschränken, in welchem der Modul eine ungerade 
Primzahl p ist. Das Verfahren, das wir einzuschlagen haben, 
ist verschieden, je nachdem p die Form 4n + 3 oder 4w + 1 hat. 

1. Fall. Es sei jp = 4w+3. 

Da die Congruenz x^^a{moA.p) möglich sein soll, so 
muss 

a ^ , d. i. a^«+i ^ + 1 (mod.i)) 

sein; hieraus folgt 

a2»+i . a, d. i. (a»+i)2= + a (mod.jp), 

und somit sind die Wurzeln 

rc ^ + «""^"^ (mod. p) . 
Beispiel. Die Congruenz x^^b (mod. 11) ist möglich, 

^»(nl^-O^lD^ + l ist. Nun ist 11 = 2.44-3, 
also n = 2, und die gesuchten Wurzeln sind. 

a; = + 53 = + 125 = + 4 (mod. 11) . 

Wenn weiter p die Form 4w + 1 hat, so sind die Fälle 
|) = 8w + 1 und 8w + 5 zu unterscheiden. 

2. Fall. Es sei 1) = 8w + 5 . 

Da die Congruenz möglich sein soll, so muss 
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a«, d.i. a*«+«=l, oder a*«+2— 1=0, 
d. h. (a«»+i _ 1) (a2«+i + 1) = (mod.p) 

sein. Es ist also entweder 

a»»+i_l=0, folglich a«"+% d.i. (a«+0' = « (mod.i?), 
und in diesem Falle hat die Congruenz die beiden Wurzeln 

a? ^ + ö""*"^ (mod.|)) ; 
oder man hat a***+^ + 1^0, also 

o2»+8 -|- a ^ (mod.2>) . 

Setzt man dann a^-^^assy^ also 0*"+*=^*, so ergiebt sich 
durch Addition der beiden Gongruenzen cc^^a, y^^ — a (mod.p) 

a?* + y* ^ (mod. p) . 

Da die Zahl p von der Form 4n -j" 1 i^^» so lässt sie sich als 
Summe zweier Quadrate a* + ß^ darstellen, die prim zu einander 
sind. Wir bezeichnen jetzt mit t, u zwei vorläufig unbestimmte 
Grössen; dann ist p (t^ + u^), d. i. 

(«* + ß") (^* + «**) = («^ + ß^y + («w — ß^y = (mod.i>), 
und wenn wir über t und-w so verfügen, dass au — ßt=^y 
wird, so geht diese Congruenz über in 

. {at + ßuf + y« = (mod. p) . 

Der Vergleich dieser Congruenz mit a;* + y* ^ (mod. p) 
lehrt, dass x^-^{at '\' ßu) (mod.jp) ist, und dieser Aus- 
druck enthält die Wurzeln der vorgelegten Congruenz. 
Beispiele. 1) a^ = 20 (mod. 29) . 

[© - (Ä) © - © - (?) -(!)-+•]• 

Da 29 ^ 8 • 3 -j' 5 ist, so ist » = 3 ; wir haben also aus- 
zurechnen, ob 20" ^ -|- 1 0*^6^^ ^ — 1 (mod. 29) ist Es er- 
giebt sich der Best -{- 1 , also ist 20^ ^ 20 , und die Con- 
gruenz hat die Wurzeln 

a; = + 20*= + 7 (mod. 29). 

(2) «« = 6 (mod. 29) . 



[( 
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Hier ergiebt sich 6' ^ — 1 (mod. 29), also hat, da 

29 = 5« + 2^ 

ist, die Congruenz die Wurzeln a? ^ + (5^ + 2w) (mod. 29), 
wofern über t und u so verfugt wird, dass 

5m — 2^ = 6* = 20 (mod. 29) 

werde. Die Auflösung dieser Congruenz liefert der Reihe 

nach (§ 25) 

2^==5w + 29i — 20, 

^ = 2 w + 14* - 10 + "^^ , 

— ^ — = v, w = 2t; — Ä, 

^ = 5t;+ 12Ä- 10, 

also 5^ = 2bv + 60Ä — 50, 

2m = 4«; — 2Ä, 

5^ + 2m = 29t; + 58Ä — 50 = — 50 = 8 (mod. 29), 

und somit hat die vorgelegte Congruenz die beiden Wurzeln 

a; = + 8 (mod. 29) . 

3. Fall. Wenn endlich jp = 8n + 1 ist, so lassen sich 
die Wurzeln der Congruenz 

a? ^a (mod. p) , 

die offenbar mit a?* = a + Jfc^ (mod. |)) identisch ist, nur in 
der Weise ermitteln, dass man die Glieder der Beihe 

a, a + jp, a + 2jp, a + S^), . . . 

berechnet, bis man auf ein Glied stösst, welches ein voll- 
ständiges Quadrat a^ ist. Dann sind + ^ ^^^ gesuchten 
Wurzeln. 

Da a;<^jp vorausgesetzt werden kann, also x^y d. i, das 
gesuchte Quadrat a + ♦Wjp < ^jp^ ist, so ist um so mehr 
mp < Jp^, also m < \py d. h. man wird nach weniger als 
\p Versuchen zum Ziele gelangen. 

Beispiele. 1) a:^ = 13 (mod. 17) . 

[O - Q - (Ä) - + ^] • 

Es ergiebt sich die Beihe 

13, 30, 47, 64, 

Wertheim, Zahlentheorie. 14 
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also ist x^ + 8 (mod. 17). 

(2) x^ = ö (mod. 89) . 

fö)'(?)-a)-+i]- 

Man erhält die Reihe 

5, 94, 183, 272, 361, 
also ist 

a; = + 19 (mod. 89) . 

Anmerkung. Auch im Falle j) = 8n + 1 kann es vor- 
kommen, dass die Wurzeln der Congruenz x^^a (mod. p) 
sich direkt bestimmen lassen. Es sei |) = 2*^ + 1> wo q un- 
gerade und X > 3 ist. Da a Rest von p sein soll, so ist 

a ^ , d. i. 

a^'"'-^= + l(mod.i)). 

In diesem Falle ist möglicherweise auch 

und da q ungerade ist, so können wir dann wie im Falle 
|) = 8w + 5 verfahren. 

Beispiele. 1) a;^ = 10 (mod. 41) . 

[© - (Ä) Qd - (+ 1) O - (¥) = (!)- + >]■ 

Es ist also 10«*, d. i. 10*" = + 1 (mod. 41). 

Nun ergiebt aber die Rechnung, dass 10* ^ + 1, also 

10* ^ + 10 (mod. 41) ist; somit hat die Congruenz die beiden 

Wurzeln 

x = ±l(fi = +l6 (mod. 41) . 

2) «« = 41 (mod. 73) . 

[O - O - O - (e) (ä) - + 1] ■ 

Es ist also jedenfalls 41^6 = + 1 (mod. 73). 

Nun ergiebt sich, dass schon 41^ ^ — 1 , also 

4110 = - 41 (mod. 73) 

ist. Wir setzen daher 41^ = y -und kommen dadurch zu der 
Congruenz x^ +y^ = (mod. 73), welche, da 73 .= 8« + 3* 
ist, die Wurzeln 

r» = + (8^ -f- 3w) (mod. 73) 



CoDgruenzen zweiten Grades. 211 

hat, wofern über^, n so verfügt wird, dass 8u — 3^^y, d. h. 
^ 41^ (mod. 73) werde. 41*'^ ist ^ 18, und durch Auflösung 
der Congruenz 8m — 3^ ^ 18 (mod. 73) ergeben sich die Werthe 

a; = + 25 (mod. 73) ; 

dies sind die Wurzeln der vorgelegten Congruenz. 

§ 91. Auflosung der Congruenz x^ ^ a (mod. p) 
durch die Methode der Ausschliessung (Gauss, Disqui- 
sitiones, 319 ff.). — Das im vorigen Paragraphen für den Fall 
p = 8n -\- 1 angewandte Verfahren, welches natürlich auch 
für jede andere Form von p eingehalten werden kann, ist 
einer seine Brauchbarkeit bedeutend erhöhenden Abkürzung 
fähig, die darin besteht, dass man nicht alle Glieder der Reihe 

a, a+i?, a4"2jp, ... 

bis zu einem Gliede berechnet, welches eine Quadratzahl ist, 

sondern zunächst von den Gliedern, die unmöglich eine Lösung 

liefern können, möglichst viele ausscheidet. 

Wir haben schon gesehen, dass wir die Wurzel x der 

vorgelegten Congruenz, d. i. die Wurzel der unbestimmten 

Gleichung 

x^ *=» a -^Jcp, 

in welcher k eine ganze Zahl bezeichnet, als < ^p voraus- 
setzen können. Dann ist a^, d. i. a + ij) < Jp^, also 

*<f-¥- 

4 p 

Da ausserdem o + Äp = ic^, also positiv sein muss, so muss 

Ä >' sein, und somit liegt h zwischen und 4- 

P ^ o p ^ p 

Es sei nun E eine beliebige zwischen diesen Grenzen 
liegende ganze Zahl, die prim zu p und > 2 ist, und diese 
Zahl habe die Nichtreste n^j n^j ...; welche sämmtlich als 
verschieden, d. h. in Beziehung auf den Modul E incongruent 
vorausgesetzt werden. Wir bilden dann die Congruenzen 

a + Äjp ^ Mj , a + *P ^ ^2 ? ... (mod. E) , 

welche beziehungsweise die Wurzeln Äj, Äg, ... haben mögen, 

die wir als positiv und < E voraussetzen. Wenn wir nun für 

Ä; irgend einen Werth setzen, welcher einer der Zahlen fc^, 

h^y ... in Beziehung auf den Modul E congruent ist, so wird 

14* 
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der für a -\- kp sich ergebende Werth einer der Zahlen n^ 
n2f ... congruent; also ein Nichtrest von E, folglich jeden- 
falls keine Quadratzahl sein. Wir können somit Ton den 
Zahlen, welche zwischen den für Je ermittelten Grenzen hegen, 
alle diejenigen als unnütz ausschliessen, welche von den Formen 
Äi + Etf \ + -^t) • • • sind. 

Wählen wir weiter eine beliebige andere Zahl E' > 2, 
welche die verschiedenen (mod. E' incongruenten) Nichtreste 
f^iy 1^2 9 ' . . haben möge , so gelangen wir durch nochmalige 
Anwendung des dargelegten Verfahrens zur Ausschliessung 
aller Zahlen der Formen 

k,' + E't, k^ + E't, ..., 
wo Ä/, k^ f ... beziehungsweise die Wurzeln der Congruenzen 

a + pk' ^fij^ , a + i>^' ^ ^'; • • • (mod. E') 
sind und t eine unbestimmte ganze Zahl bezeichnet. 

So können wir fortfahren, bis die Anzahl der stehen ge- 
bliebenen Zahlen so klein geworden ist^ dass es bequemer 
scheint, jede derselben in dem Ausdruck a -}- kp an die Stelle 
von k zu setzen und zu sehen, ob dadurch eine Quadratzahl 
entsteht, als das dargelegte Ausschliessungsverfahren noch- 
mals anzuwenden. 

1. Beispiel.. Die Congruenz x^ ^ 22 (mod. 97) ist der 
unbestimmten Gleichung 

a:^ = 22 + 91k 
äquivalent, und es ergeben sich für k die Grenzen — ~ und 

97 22 

— • Da der Werth k = nicht in Betracht kommt, 

weil 22 keine Quadratzahl ist, so enthält das Gebiet, das wir 
zu betrachten haben, die Zahlen 1, 2, 3, . . ., 24. 

Wir nehmen nun erstens JS = 3 an. Diese Zahl hat 
nur den einen Nichtrest 2, und da die Congruenz 

22 + 97Ä = 2(mod.3) 

die Wurzel k^l (mod. 3) hat, so sind alle Zahlen von der 
Form 1 + 3^, d. i. 

1, 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22 

auszuschliessen. 
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Zweitens nehmen wir JE= 4; diese Zahl hat die Nicht- 
reste 2, 3, und die Congruenzen 

22 + 97Ä = 2, 22 + 91k = 3 (mod. 4) 

haben beziehungsweise die Wurzeln 

Ä = 0, k~l (mod. 4); 

daher sind weiter alle Zahlen der Formen 

4:t, 4:t+ 1, also 8, 12, 20, 24 und 5, 9, 17, 21 

auszuschliessen. 

Drittens nehmen wir E = 5 an; diese Zahl hat die 
Nichtreste 2, 3, und da die Congruenzen 

22 + 97Ä = 2, 22 + 97* = 3 (mod. 5) 

beziehungsweise die Wurzeln 

Ä; = 0, Ä = 3(mod. 5) 

haben, so fallen auch die Zahlen der Formen 5^ und 3 + 5^; 
d. i. 15 und 3, 18, 23 weg. 

Wenn wir jetzt E = 6 annehmen wollten, so würden wir 
zur Ausschliessung von Zahlen gelangen, die schon für JEJ = 3 
in Wegfall gekommen sind; den Grund dafür werden wir 
weiter unten kennen lernen. Wir setzen daher viertens 
JJ = 7. Diese Zahl hat die Nichtreste 3, 5, 6, und die Con- 
gruenzen 

22 + 97iS; = 3, 22 + 97äj = 5, 22 + 97 ä = 6 (mod. 7) 

haben beziehungsweise die Wurzeln 

Ä = 5,-Ä = 3, ife = 2 (mod. 7) . 

Es sind also die Zahlen der Formen 5 + 7^, 3 + 7^, 2 + 7 #, 
d. i. 2 auszuschliessen (die übrigen Zahlen dieser Formen sind 
schon weggefallen). Da von den 24 Zahlen, um die es sich 
handelte, jetzt nur noch die drei Zahlen 6, 11, 14 stehen ge- 
blieben sind, so verlohnt es sich nicht, das Ausschliessungs- 
verfahren nochmals vorzunehmen. Die Einsetzung dieser drei 
Werthe in 22 + 97* an die Stelle von h liefert beziehungs- 
weise 604, 1089, 1380. Die zweite dieser drei Zahlen ist eine 
Quadratzahl, nämlich 33^; unsere Congruenz x^ ^ 22 (mod. 97) 
hat also die beiden Wurzeln a? = + 33 (mod. 97). 
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2. Beispiel. a^ = 2M (mod. 367) . 

[264 = 4 . 66, 367 = 8 • 45 + 7 , 
also 

\367/ \867/ \367/ \867/ \367/ \367/ \367/ ~ ' 

U.)—(t)- -(!) — ' 
-- (ä)— (f)--(Ä) — i'»'i- 

Wir beschäftigen uns mit der Gleichung 

x^ = 264 + 367Ä 
und erhalten für Je zunächst die Grenzen 

'" 867 "°^ ~4" 367 ' 

also muss, da der Werth wieder ausgeschlossen bleibt, h 
eine der Zahlen 1, 2, 3, . . ., 91 sein. 

Nun werden durch die Wurzel Jc^2 (mod. 3) der Con- 
gruenz 264 + 367* = 2 (mod. 3) zunächst die 30 Zahlen 
der Form 2 + 3 ^, also 

2, 5, 8, 11, 14, 17, 20, 23, 26, 29, 32, 35, 
38, 41, 44, 47, 50, 53, 56, 59, 62, 65, 68, 71, 74, 77, 

80, 83, 86, 89 

ausgeschlossen, so dass noch 61 Zahlen zurückbleiben. 

Weiter haben die beiden Congruenzen 264 + 367Ä = 2 
oder = 3 (mod. 4) beziehungsweise die Wurzeln Jc^ 1 und 
h^2 (mod. 4), und daher fallen auch die Zahlen 1 -{- 4^ und 
2 + 4^ weg; von den noch gebliebenen §ind dies die 30 Zahlen 

1, 6, 9, 10, 13, 18, 21, 22, 25, 30, 
33, 34, 37, 42, 45, 46, 49, 54, 57, 58, 
61, 66, 69, 70, 73, 78, 81, 82, 85, 90, 

so dass noch 31 Zahlen zurückbleiben. 

Drittens lösen wir die beiden Congruenzen 
264 + 367Ä = 2 oder = 3 (mod. 5) 
und erhalten beziehungsweise die Wurzeln 

Ä ^ 4 und Je ^2 (mod. 5) . 

Daher sind auch die Zahlen der Formen 2 + 5^, 4 + 5^ aus- 
zuschliessen. Es sind dies die 14 Zahlen 
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4, 7, 12, 19, 24, 27, 39, 52, 64, 67, 

72, 79, 84, 87, 

so dass noch 17 Zahlen zurückbleiben. 

Viertens fallen, da die drei Congruenzen 

264 + 367Ä = 3 oder =5 oder = 6 (mod. 7) 
beziehungsweise die Wurzeln 

Ä = 4, ife = 0, Ä = 5(mod. 7) 
haben, auch die Zahlen der Formen 7^, 4 + 7^, 5 + 7^ weg; 
es sind dies die 7 Zahlen 28, 40, 60, 63, 75, 88, 91, so 
dass noch 10 Zahlen zurückbleiben. 

So fortfahrend scheiden wir durch Benutzung der Nicht- 
reste 3, 5, 7 von 8 noch die Zahlen 3, 43, 51, durch Be- 
nutzung der Nichtreste von 9 noch 36 und 48, endlich durch 
Benutzung der Nichtreste von 11 noch die Zahl 76 aus. Es 
bleiben dann noch die 4 Zahlen 15, 16, 31, 55. Für diese 
Werthe von Tc wird der Ausdruck 264 + 367 /c beziehungs- 
weise gleich 

5769, 6136, 11641, 20449. 

Die letzte dieser Zahlen ist = 143^, und somit hat unsere 
Congruenz die Wurzeln 

ic = + 143 (mod. 367) . 

Anmerkungen. 1. Die Zahlen J5?, E\ . . ., die wir der 
Reihe nach zur Ausschliessung der Zahlen benutzen, welche, 
in den Ausdruck a -{-hp an die Stelle von h gesetzt, kein 
Quadrat liefern, nennen wir nach Gauss die ausschliessenden 
Zahlen. Nun erfolgt diese Ausschliessung durch Lösung von 
Congruenzen a -^Tcp^n (mod. JB), wo w einen Nichtrest von 
E bezeichnet; jeder einem auszuscheidenden Tc entsprechende 
Werth von a -}- Izp ist daher gleichfalls ein Nichtrest von Ey 
während die durch diesen Ausdruck darstellbaren Reste von E 
nicht berührt werden. Wenn daher E eine ungerade Zahl 
ist, in welchem Falle E und 2E dieselben Reste und die- 
selben Nichtreste haben (die Zahl 2 besitzt keine Nichtreste), 
so wird die Anwendung von 2E als ausschliessende Zahl 
keinen anderen Erfolg als die von E haben. Hat man also 
3, 5, 7, . . . als ausschliessende Zahlen bereits benutzt, so 
können 6, 10, 14, . . . übergangen werden. 
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2. Weiter ist ersichtlich, dass, wenn man nach einander 
E, E' als ausschliessende Zahlen anwendet, alle diejenigen 
Werthe des Ausdrucks a + ^J> entfernt werden, welche Nicht- 
reste einer der beiden Zahlen J?, E' oder beider zugleich sind, 
so dass nur diejenigen bleiben, welche Beste jeder dieser beiden 
Zahlen sind. Da nun, wenn E^ K keinen gemeinschaftlichen 
Factor haben, jene ausgeschiedenen Zahlen sämmtlich Nichtreste 
und die gebliebenen sämmtlich Beste des Produkts EE' sind, 
so würde die Anwendung dieses Produkts als ausschliessende 
Zahl nur solche Zahlen entfernen, die schon durch Anwendung 
von E und E' beseitigt sind; es wärde also die Anwendung 
von EE' ganz überflüssig sein, und wir sehen somit^ dass es 
genügt, nur Primzahlen und Potenzen von Primzahlen zu aus- 
schliessenden Zahlen zu nehmen. 

§ 92. Die Congruenz ic* = a (mod. m), wenn a nicht 
prim zu m ist. — Wir haben bisher immer vorausgesetzt, 
dass a und m relative Primzahlen seien. Haben nun a und 
m einen von 1 verschiedenen grössten gemeinschaftlichen Divi- 
sor d, ist etwa a = ad, m '^ fid, so muss, da a;* — a durch 
m theilbar sein soll, x^ — a sicherlich auch durch d theilbar 
sein, also, da a den Factor d enthält, x^ durch d theilbar sein. 
Wenn daher d^^dj^d^ ist, wo d^ durch keine Quadratzahl 
theilbar sein soll, so wird x durch rf^rfg theilbar sein müssen, 
uijd die vorgelegte Congruenz geht in Folge der Substitution 

über in 

d^d^y^ ^ f^d^d^ (mod. yi^d^d^ . 

Hieraus folgt durch Division mit d^d^^ 

d^y^^a (mod. ft) , 
und da a prim zu ^ ist, so ist die vorgelegte Congruenz auf 
eine andere von der Art der bisher betrachteten zurückgefuhri 
Hat man mittels der letzten Congruenz y bestimmt, so liefert 
die Belation x = d^d^y die Werthe von x. 
Beispiele. I. a?^ ^ 3 (mod. 6) . 
Wir setzen x = 3y und erhalten sofort 

3t/2= l(mod. 2), 
y =±l (mod. 2), 
X ^ + 3 (mod. 6) . 
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IL ä:^ = 16 (mod. 28) . 

Wir setzen x = 2y und erhalten 

^ y^ = 4:(mod.l). 
Es ist also 

y=±2 (mod. 7) 
und 

a; ^ + 4 (raod. 14) , 

so dass sich als Wurzeln der Congruenz +4 und -j-\8 
ergeben. 

III. a^ = 900 (mod. 2475) . 

Da 900 = 2^.32.52 und 2475 = 32.52.11 ist, so ist 
d = 32 . 52. ^ir setzen also 

X = 15y 
und erhalten ^ 

225y2 = 900 (mod. 2475) 
oder 

j/2^+ 4 (mod. 11), 

y =+ 2 (mod. 11), 
X =+ 30 (mod. 165). 

Es ergeben sich also die 30 für den Modul 2475 incon- 
gruenten Wurzeln 

+ 30, +195, +360, +525, +690, +855, 

+ 1020, + 1185, + 1350^ + 1515, + 1680, 

+ 1845, + 2010, + 2175, + 2340. 

IV. a;2 = 76 (mod. 684) . 

Da 76 = 22 . 19, 684 = 22 . 32 . 19 ist, so ist df = 22 . 19. 

Wir setzen also 

x==2'19y 
und erhalten 

22 . i92|/2 = -22 . 19 (mod. 22 . 32 • 19) , 
19y2= l(mod.9), 
2/2 = 1 (mod. 9) , 
' y ^ + 1 (mod. 9) , 
ä: = + 38 (mod. 342) , 

und die 4 Wurzeln der vorgelegten Congruenz sind 

+ 38, +380. 
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§93. Form&n für die Primzahlen^ von denen eine 
gegebene Zalil Rest oder Nichtrest ist. — Der Becipro- 
citätssatz setzt uns in den Stande allgemein die Frage zu be- 
antworten, für welche Primzahlen p die Congruenz a;^ ^ a, in 
der a eine gegebene Zahl bezeichnet, möglich, und für welche 
sie unmöglich ist. 

I. Es sei zunächst a gleichfalls eine Primzahl und zwar 
von der Form 4w + !• Wenn unsere Congruenz bestehen 

soll, so mu8s( — ), d. i. aber nach dem Reciprocitätssatz (— 1; 

den Werth +* 1 haben, also p Rest von a sein. Werden 
nun die Reste von a mit r^, rg, . . ., r«, die Nicbtreste mit 
n^yfi^f . . .; nx bezeichnet, und stellt k eine unbestimmte ganze 
Zahl dar, so ist die Congruenz x^^a möglich für alle in 
den Formen 

(1) ak + ^l; ÖÄ + ^2» • • ') ^^ + ^x 

enthaltenen Primzahlen p, unmöglich für alle Primzahlen der 
Formen 

(2) aÄ + Wj, aÄ; + Wg, . . ., ak + w^. 

Wenn aber x^ ^a (mod. p) ist, so geht p ohne Rest in 
x^ — a auf; daher nennt man die Glieder der arithmetischen 
Reihen (1) die Formen der Divisoren von x^ — a und dem- 
entsprechend die Glieder von (2) die Formen der Nicht- 
divisoren von x'^ — a, 

Beispiel. Da 13 die Reste 1, 3, 4, 9, 10, 12, die Nicht- 
reste 2, 5, 6, 7, 8, 11 hat, so sind 

13Ä+1, 13* + 3, 137c + 4, ..., 137c +12 

die Formen der Divisoren, dagegen 

13Ä; + 2, 137c + 5, ..., 13Ä + 11 

die Formen der Nichtdivisoren von x^ — 13 , d. h. für jede 
Primzahl einer Form der ersten Gruppe als Modul ist die Con- 
gruenz x^ ^ 13 möglich, für jede Primzahl der zweiten Gruppe 
ist sie es nicht. Von der ersteren Art sind z. B. die Priin- 
zahlen 3, 17, 23, 29, 43, 53, 61, 79, . . ., und die Indextafeln 
lehren in der That, dass für jede dieser Zahlen als Modul der 
Index von 13 gerade ist. Von der zweiten Art sind 5, 7, 11; 
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19, 31, 37, 41, 47, 59, 67, 71, 73, 83, 89, 97, . . ., und für 

jede dieser Zahlen als Modul ist der Index von 13 ungerade. 

IL Ganz ebenso gestaltet sich die Sache, wenn a von 

der Form 4w + 3, aber negativ ist, wenn also die Congruenz 

x^ ^ — a vorliegt. Es muss dann ( — -) , d. i, 

(^)(f)-=+' 

sein; wenn also erstens p die Form 4w + 1 beigelegt wird, 
wodurch (— — ) = + 1 wird, so muss l—j , d. i. aber in Folge 

unserer Annahme ( ) = + 1 sein; und wenn zweitens p 

die Form 4n + 3 beigelegt wird, wodurch ( ) = — 1 wird, 

so muss (— j , d. i. bei der jetzigen Voraussetzung 

also (— ) gleichfalls «= + 1 sein. Werden also wieder die 

Reste von +a mit r^, r^y . ., r^y die Nichtreöte mit Wj, 
1*2, . . ., fix bezeichnet, so sind 

ah + r^, aJc -\- r^y ..., ak -^ r^ 
die Formen der Divisoren und 

ah + n^y aÄ + Wg, . . . , aTc -{- n^ 
die Formen der Nichtdivisoren von- a?* + ^ • 

Beispiel, x^ + 19 hat zu Divisoren alle Primzahlen der 

9 Formen 

19Ä+ 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, 

zu Nichtdivisoren alle Primzahlen der Formen 

197i; + 2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18. 

Man überzeuge sich, dass Ind. (— 19) für die Prim- 
zahlen der ersten Art als Moduln gerade, für die der zweiten 
Art ungerade ist. 

III. Es sei jetzt a eine Primzahl von der Form An + 1, 
aber negativ genommen, also die Congruenz a? ^ — a vor- 
gelegt. Da 

(V) - (V) (f ) - + ' 
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sein soll, und ( J = -(- 1 oder = — 1 ist, je nachdem p 

die Form 4w + 1 oder 4n + 3 hat, so muss ( — ), d. i. hier 

(~j im ersteren Falle = + 1, im zweiten = — 1 sein^ oder, 

unter Beibehaltung der früheren Bezeichnung, x^ -\- a hat zu 

Divisoren alle Primzahlen der Form 4n + 1, welche den 

Formen 

ak -{' r^, ak -\- r^, . . ., ak'{'rx, 

sowie alle Primzahlen der Form 4n + 3, welche den Formen 

ak -{- fii, ai -(- «2, ..., aÄ + Wx 

angehören; dagegen hat a?^ + a die Primzahlen 4n + 3 der 
Formen aÄ + r^ , . . ., afc + r^, sowie die Primzahlen 4n -f- 1 
der Formen ak + w^, . . ., ak + ^x zu Nichtdivisoren. 

IV. Wenn endlich a eine positiv genommene Primzahl 
von der Form 4w + 3 ist, so ist 

je nachdem p als von der Form 4» + 1 oder 4w + 3 voraus- 
gesetzt wird. Nun soll ( — ) = + 1 sein, also ist im ersteren 

Falle auch (— ) = + 1; i™ zweiten — (— j = + 1, folglich 

l^j = — 1 ^ so dass wir zu genau demselben Ergebniss wie 

in III gelangen. 

Beispiel, x^ — 19 hat zu Divisoren alle Primzahlen 
4n + 1 der 9 Formen 19Ä + 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, so- 
wie alle Primzahlen 4w -f- 3 der 9 Formen 

197c + 2, 3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18, 

dagegen zu Nichtdivisoren alle Primzahlen 4n -j- 3 der 
ersteren Gruppe von Formen, sowie alle Primzahlen 4n + 1 
der zweiten Gruppe. 

Anmerkung. Die Zahlen p sind in den Fällen III und 
IV zwei Bedingungen unterworfen (dass sie mod. 4 einen 
Rest 1 oder 3 und mod. a einen Rest r^ oder r^, . . ., oder 
Wj,... geben sollen); diese beiden Bedingungen lassen sich, 
wie wir § 24, III gesehen haben, in eine einzige vereinigen. 
Wenden wir das dort dargelegte Verfahren auf das letzte Bei- 
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spiel an, so ergeben sich als Formen der Divisoren von 
x^ — 19 (nach der Grösse der Reste geordnet) 

76Ä + 1, 3, 5, 9, 15, 17, 25, 27, 31, 45, 
49, 51, 59, 61, 67, 71, 73, 75, 

als Formen der Nichtdivisoren 

76Ä + 7, 11, 13, 21, 23, 29, 33, 35, 37, 39, 

41, 43, 47, 53, 55, 63, 65, 69. 

[Man bestätige dies durch Betrachtung der Indices]. 

§ 94. Fortsetzung. Die gegebene Zahl a ist zu- 
sammengesetzt. — Aehnliche Formeln giebt es für die 
Divisoren und Nichtdivisoren von o? — a , wenn a eine be- 
liebig zusammengesetzte Zahl ist. Man sieht aber leicht, dass 
man nur solche Zahlen a zu betrachten hat, welche durch 
kein Quadrat th eilbar sind. Ist nämlich a = a^«', so werden, 

da ( j = {—] ist, alle Divisoren von (x? — a auch Divisoren 

von x^ — a! sein und alle Nichtdivisoren von a? — a auch 
Nichtdivisoren von x^ — a. Wir dürfen also voraussetzen, a 
enthalte jeden seiner Primfactoren nur in der ersten Potenz, 
und unterscheiden dann folgende drei Fälle: 

L a ist von der Form -{- (4w + 1) oder — (4n + 3)« 

II. a hat eine der beiden Formen 

- (4w+ 1), +(4w + 3); 

III. a hat eine der beiden Formen + 2n, wo n eine un- 
gerade Zahl ist. 

I. Fall. Wir zerlegen a in seine Primfactoren, die mit 
a, ß, y, • . . bezeichnet werden mögen, und setzen vor jeden 
Primfactor, der die Form 4w + 3 hat, das Zeichen — . Da 
eine gerade Anzahl Factoren der Form 4w + 3 ein Produkt 
von der Form 4n + 1 , eine ungerade Anzahl dagegen ein 
Produkt von der Form 4w -|- 3 liefert, so bilden die Zahlen 
a, /3, y, . . ., auch nachdem einige das Zeichen — erhalten 
haben, noch das Produkt a. 

Nun vertheilen wir die g?(a) Zahlen, die prim zu a uud 
kleiner als a sind, in 2 Klassen. In die erste Klasse stellen 
wir alle Zahlen, welche Nichtreste einer geraden Anzahl der 
Factoren a, /S, y, . . ., oder Nichtreste keines derselben sind, 
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in die zweite Klasse alle diejenigen^ welche Nichtreste einer 
ungeraden Anzahl der Factoren a^ ß,y, . . . sind. Werden die 
Zahlen der ersten Klasse mit r^, r^, . . .; die der zweiten mit 
n^y ^2, . . . bezeichnet y so sind 

aZ; + Tj, ai + ^2> • • • 

die Formen der Divisoren, 

aJc + n^, ai + iig, ... 

die Formen der Nichtdivisoren von a;« - a; denn, wenn die 
Congruenz 3i?^a(mod,p) bestehen soll, so mnss 

sein, folglich muss die Anzahl der Factoren dieses Produkts, 
die den Wertti — 1 haben, eine gerade sein. 

1. Beispiel. Um die Formen der Divisoren von a? —21 
zu finden, setzen wir 21 = ( — 3) ( — 7). Nun hat unter den 
9)(21) = 12 Zahlen, die prim zu 21 und < 21 sind, 

3 die Nichtreste 2, 5, 8, 11, 17, 20, 

7 die Nichtreste 5, 10, 13, 17, 19, 20. 

Nichtreste beider Zahlen 3, 7 oder keiner derselben sind 
also 1, 4, 5, 16, 17, 20; 

dagegen sind Nichtreste nur einer dieser Zahlen 2, 8, 10, 
11, 13, 19. 

Die Congruenz x^ ^ 21 (mod. p) ist also möglich für jede 
Primzahl p einer der Formen 

21* + 1, 4, 5, 16, 17, 20, 

unmöglich für jede Primzahl einer der Formen 

21Ä + 2, 8, 10, 11, 13, 19. 

Es empfiehlt sich, die Bedingung, dass p ungerade sein 
soll, auch in dem Resultat zum Ausdruck zu bringen. Das ge- 
schieht, indem wir die gefundenen Formen noch der Bedingung 
p = 2n + 1 unterwerfen (vgl. die Anmerkung zum vorher- 
gehenden Paragraphen). Wir erhalten dann leicht als For- 
men der Divisoren von x^ — 21 

42Ä + 1, 5, 17, 25, 37, 41 

und als Formen der Nichtdivisoren 

42k + 11, 13, 19, 23, 29, 31. 
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2. Beispiel. a?^ — 15 (mod. jp) . 

(-15) = (-3) (+5). . 

Unter den 9>(15) = 8 Zahlen, die prim zu 15 uffd < 15 
sind, hat 

3 die Nichtreste 2, 8, 11, 14, 

5 die Nichtreste 2, 7, 8, 13. 

Es sind also Nichtreste beider Zahlen 3, 5 oder keiner 
derselben 1, 2, 4, 8, 

Nichtreste nur einer derselben 7, 11, 13, 14. 

Daher sind 157c + 1; 2, 4, 8 die Formen der Divisoren, 
15Ä; + 7, 11, 13, 14 die Formen der Nichtdivisoren von 
a^+ 15. 

Bringen wir auch hier die Bedingung j? = 2w + 1 zum 
Ausdruck, so erhalten wir leicht als Formen der Diviso- 
ren von ix^ + 15 

30Ä + 1, 17, 19, 23 

und als Formen der Nichtdivisoren 

30Ä;+7, 11, 13, 29. 

n. Fall. Wenn a eine der beiden Formen 

— (4w+ 1), +(4n + 3) 

hat, so können wir a = ( — 1) a' setzen, wo a' eine Zahl eine r 
der im ersten Falle behandelten Formen ist. Da dann 

ist, so wird (~j = + 1 sein, erstens, wenn f ) = + 1 

und zugleich (— j = -f- 1 ist, zweitens, wenn jedes der Sym- 
bole l— — j , (— j den Werth — 1 hat; dagegen wird l—j = — 1 

sein, wenn das eine dieser Symbole = -|- 1, das andere 
= — 1 ist. 

Haben wir also nach dem Vorhergehenden die Formen 
der Divisoren und die der Nichtdivisoren von x^ — a' be- 
stimmt, und' werden die ersteren mit 

(1) aÄJ + fi , aÄ + ^2> • • • ? 

die letzteren mit 
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(2) ah '{' n^f aÄ + ♦*2 > • • • 

bezeichnet^ so sind alle in den Formen (1) enthaltenen Prim- 
zahlen *der Form 4n + 1 und alle in den Formen (2) ent- 
haltenen Primzahlen der Form 4w + 3 Divisoren, dagegen 
alle in den Formen (1) enthaltenen Primzahlen der Form 
4w + 3, sowie alle in den Formen (2) enthaltenen Primzahien 
4w + 1 Nichtdivisoren von a^ — a. 

Die beiden Bedingungen, denen die Divisoren, wie aoct 
die Nichtdivisoren unterworfen sind, lassen sich in der oben 
angegebenen Weise leicht in- einen Ausdruck vereinigen, wo- 
durch man eine Reihe Formen für alle Divisoren, eine zweite 
Reihe Formen für alle Nichtdivisoren erhält 

Beispiel. Es sollen die Formen der Divisoren und die 
der Nichtdivisoren von x^ — 15 bestimmt werden. Wie wir 
oben gefunden haben, sind die Formen der Divisoren von 
x^+16 

(1) 30Ä + 1, 17, 19, 23 

und die Formen der Nichtdivisoren von x* + 15 

(2) 30Ä + 7, 11, 13, 29. 

Folglich hat x^ — 15 zu Divisoren alle in (1) enthal- 
tenen Primzahlen der Form 4n + 1 und alle in (2) enthal- 
tenen Primzahlen der Form 4n + 3, d. i. alle Primzahlen der 
Formen 

60Ä + 1, 7, 11, 17, 43, 49, 53, 59, 

und zu Nichtdivisoren alle in (1) enthaltenen Primzahlen 
der Form 4n -[■ 3 und alle in (2) enthaltenen Primzahlen der 
Form 4w+ 1? d. i. alle Primzahlen der Formen 

60fc + 13, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 47 . 

III. Im dritten Falle endlich dürfen wir a = (+ 2) a 
voraussetzen, wo a eine ungerade Zahl einer der im Falle I 
betrachteten Formen ist. 

Es ist dann (— j, d. i. (= — ) f— j = -|- 1> wenn jedes 
der Symbole (= — J, (— ) den Werth -[■ 1 oder den Werth 
— 1 hat, dagegen (— } = — 1, wenn das eine der Symbole 
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\ /' \ / 8^®^^^ "t" 1; ^^^ andere gleich — 1 ist. Nun ist 
nach § 84 

( — ^) = + 1 für die Primzahlen der Formen 8n+ 1, 8w+ 7, 

= — 1 „ „ „ „ „ 8w + 3, 8w + 5, 

und 

(^) = + 1 „ „ „ „ „ 8/? + 1, 8w + 3, 

= — 1 „ „ „ ,; „ 8w + 5, 8w + 7. 

Sind also die Formen der Divisoren von oi? — a 

(1) ak '\- r^y aJc -{- r^, ... 
und die der Nichtdivisoren dieses Ausdrucks 

(2) aÄ + Wi , aJc -^ n^, , . , 

nach dem Früheren bestimmt, so sind die Divisoren von 
x^ — a, wenn a = (+ 2) a' ist, alle Primzahlen der Formen 
8w+l, 8w + 7, welche sich in den Formen (1) vorfinden, 
und alle Primzahlen der Formen 8w + 3, 8w + 5, welche in 
den Formen (2) enthalten sind; Nichtdivisoren sind in die- 
sem Falle alle Primzahlen der Formen 8w + 3, 8w + 5, welche 
die Formen (1) enthalten, und alle Primzahlen 8n + 1, 8n + 7; 
welche die Formen (2) enthalten. 

Ist dagegen a = ( — 2) a , so sind alle Primzahlen 8w + 1; 
8n 4" 3 der Reihe (1), sowie alle Primzahlen 8w + 5, 8w+7 
der Reihe (2) Divisoren, dagegen alle Primzahlen der For- 
men 8w+l? 8n + 3 der Reihe (2) und alle Primzahlen 
8n + 5; 8w + 7 der Reihe (1) Nichtdivisoren von x^ — a. 

Auch hier lassen sich beide Bedingungen, denen die 
Divisoren, wie auch die Nichtdivisoren zu genügen haben, in 
eine einzige vereinigen. 

Beispiel. Es sollen die Divisoren von x^ — 10 gefunden 
werden. Die Formen der Divisoren von x^ — 5 sind 

(1) 6h +1, 5Ä; + 4, 
die der Nichtdivisoren 

(2) 5h + 2, 61c + 3. 

Divisoren von x^ — 10 sind also alle Primzahlen 8w + 1, 
8n + 7 der Reihe (1), das sind alle Primzahlen der Formen 

40Ä+1, 40ifc + 9, 40Ä + 31, 40ft + 39, 

Wortheim, Zafalentheorie. 15 
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und ferner alle Primzahlen 8n + 3, 8»-f-5 der Reihe (2), 
das sind alle Primzahlen der Formen 

40* + 3, 40Ä; + 13, 40Ä; + 27, 40* + 37 . 

Ebenso ergeben sich als Formen der NichtdiTisoren 
von x^ — 10 zunächst 

40* +11, 40* + 19, 40* + 21, 40* +29 
[das sind die Zahlen 8n + 3, 8n + 5 von (1)] und vreiter 

40* + 7, 40* + 17, 40* + 23, 40* + 33 

[Zahlen 8n + 1, 8n + 7 der Reihe (2)]. 

Aufgabe. Die Formen der Divisoren von (^ — 77 zu 
ermitteln. 

7 hat die Nichtreste 3, 10, 17, ...; 5, 12, 19, ...; 6, 

11 hat die Nichtreste 2, 13, 24,...; 6, 17, [28], ...; 
[7], 18, 29, . . .; 8, 19, 30, . . .; 10, [21], 32, . . .. 

Nichtreste beider Zahlen oder keiner derselben sind 

1, 4, 6, 9, 10, 13, 15, 16, 17, 19, 
23, 24, 25, 36, 37, 40, 41, 52, 53, 54, 
58, 60, 61, 62, 64, 67, 68, 71, 73, 76, 

und es ergeben sich, wenn noch die Bedingung j) = 2« -j- 1 
zum Ausdruck gebracht wird, als Formen der Divisoren 

154Jfc + 1, 9, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 37, 41, 

53, 61, 67, 71, 73, 81, 83, 87, 93, 101, 

113, 117, 129, 131, 135, 137, 139, 141, 145, 153. 

§95. Losung der allgemeinen Gleichung zweiten 
Grades mit zwei Unbekannten in rationalen Zahlen 
(Lagrange, Zusatz V zu Euler's Algebra). — Die Gleichung 

(1) a -\- hx ■\- cy -\- dit? -\- exy -{- /V* = 

oder 

rf + {ex + c)fy = - /(a + 6a; + dx^) 

liefert 

/■«/=- '-^ + i V{ex + cf - 4f{a + hx + da^), 
woraus 

2fy + ex + c = ya^ (6^ - 4df) + 2x (ec — 2hf) + {(? — Aaf) 
oder, wenn 
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e^ — 4:df==y^ 2{ec - 2lf) = ß , c^ — 4af=a 

gesetzt wird, 

(2) 2fy-^ex + c = Y^+ ßx + yx^ 

folgt. Die Gleichung (l) durch rationale Werthe von x, y 
lösen heisst also diejenigen Werthe von x bestimmen (wenn 
es deren giebt), für welche « + /3 a; + y^^ ^^^ vollständiges 
Quadrat wird, eine Aufgabe, die für 4 specielle Fälle schon 
§ 28 behandelt worden ist und jetzt allgemein gelost wer- 
den soll. 

Wir beschäftigen uns also mit dem Ausdruck 



(3) ya + ßx + yx^ = 0] 

darin dürfen a, ß, y als ganze Zahlen vorausgesetzt werden; 
denn im entgegengesetzten Falle könnten wir sie unter einen 
und denselben Nenner TÜC^ bringen und diesen Nenner sodann 
unterdrücken. So ist z. B. 



1/3 +^- ^' = ^>^300+ 125«- 70a;«; 



M 



5 iC T ÜU' -vr-r 

3 + -; zrzr wird also für dieselben Werthe von x ratio- 

4 10 

nal werden, für welche 300 + 125a; — 70a;* ein vollständiges 

Quadrat wird. 

Aus (3) ergiebt sich 

yoi? -\- ßx == 0^ — cc , 



also ist 



oder 



^ = ^ (- ^ + V^r«' + ß'- 4ay) 



(4) 2yx + ß = y^ye^ + (/3^ — 4 ay) . 

Die Aufgabe ist somit darauf zurückgeführt, 

VAyh' + (^« _ 4 ay) , 



d. h. einen Ausdruck von der Form Yäz'^ + jB, in welchem 
Äj B irgend welche gegebene positive oder negative ganze 
Zahlen sind, rational zu machen. 

Dabei dürfen wir voraussetzen, dass weder Äy noch B 
durch eine Quadratzahl theilbar sei. Wäre nämlich 

A = a^A% B = fc^-B', 

15* 
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so wäre 

Az^ + B = A'a^z^ + y'B' = V U' ^ + B'\ 

oder, wenn 

az , 

gesetzt wird, 

Az' + B = h\A' z'^ + B'), 

und sobald man die Werthe von z' gefunden hat, für welche 
yA'z'^^-^B' rational ist, hat man auch die Werthe von 

z = — , welche Az^ -\- B zvl einem Quadrat machen. 

Wir betrachten also den Ausdruck A^ ••\- By in v^elcher 
A, B gegebene ganze Zahlen sind, die keine Quadratzahl als 
Divisor enthalten, z soll eine rationale Zahl sein. Wir 

setzen daher 

P 
z =^ -- 

a 

und nehmen an, dass p prim zu q sei. Dann ist 

aK + s 

in ein Quadrat zu verwandeln. Es muss also auch 

Ap^'+ Bq^ 

ein Quadrat sein, d. h. wir haben die Gleichung 

(5) Ap"" + Bq"" = r% 

in welcher A, B gegebene ganze Zahlen sind, in ganzen 
Werthen der drei Unbekannten jp, g, r zu lösen. 

Nun lässt sich leicht einsehen, dass A prim zu q sein 
muss. Hätten nämlich A und q einen gemeinschaftlichen Divi- 
sor d > 1, so wäre Bq^ durch (J^, aber Ap^ nur durch d theil- 
bar; denn A enthält keine Quadratzahl als Divisor, und p ist 
prim zu g; daher würde 

r^ = Ap^ + ^Q^ 
nur die erste Potenz von d enthalten, könnte also kein Qua- 
drat sein. Es ist demnach A prim zu g, und auf dieselbe 
Weise erkennt man, dass B prim zu p sein wird. 

Nach diesen Vorbemerkungen gehen wir an die Auflösung 
der Gleichung (5). 
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Wir setzen A> B voraus und schreiben die Gleichung 
in der Form 

(6) Ap"^ = r^ — Bq" . 

Da Ä prim zu q ist, so lassen sich zwei ganze Zahlen 
n, q ermitteln, welche der Gleichung 

r = nq — Äq' 

genügen. Indem wir unter w, q' vorläufig unbestimmte ganze 
Zahlen verstehen, setzen wir diesen Werth für r in (6) ein 
und erhalten nach leichten Reductionen 

woraus hervorgeht, dass die Gleichung (6) nur dann in gan- 
zen Zahlen lösbar ist, wenn Ä in n^ — B aufgeht, wenn also 
B quadratischer Rest von Ä ist. 

Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so können wir n durch 
die absolut kleinste Wurzel der Congruenz 

n^^B (mod. Ä) 

A . 
ersetzen (diese Wurzel wird nicht > -- sein) und den Werth 

n^ — J? 

A' des Ausdrucks — -j — bestimmen, wodurch wir die Glei- 
chung 

(7) / = A'q"" - 2nqq' + Aq^ 
erhalten, in welcher offenbar A' <i A ist. 

Wenn jetzt A' eine Quadratzahl ist, so ist diese Glei- 
chung auf die in § 28 dargelegte Weise zu behandeln, und 
man erhält die einfachste Lösung, wenn man 

macht. 

Wenn A' keine Quadratzahl ist, aber einen quadratischen 
Factor enthält, so kann dieser auf die oben besprochene Art 
beseitigt werden. Wir nehmen an, dies sei eventuell ge- 
schehen, A' also durch kein Quadrat theilbar. Wenn dann 
A' <.B ist, so multipliciren wir (7) mit A' und erhalten 

A'p^ = ^' Y - 2A'nqq + AA'q^ 
= {A'q ~ nqy + q^ {AA' — n^) 

oder, da AA' ^ n? = — B ist, 

A'f = {A'q-nqy — Bq\ 
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und die Aufgabe ist darauf zurückgeführt, A'p^ + JBg'* in 
eiu Quadrat zu vervvandeln, also eine Gleichung in ganzen 
Zahlen zu lösen, welche dieselbe Form wie (5), aber kleinere 
Coefficienten wie diese hat. 

Wenn dagegen A' auch nach Unterdrückung eines etwa 
vorhandenen quadratischen Factors nicht < Jß ist^ so setzen 
wir in (7) 

wo V, q' unbestimmte Zahlen bedeuten sollen. Dadurch geht 

(7) über in 

/ = A\v(i + qj - 2nq (yq' + q') + Aq;^ 

= A'q;"' + {A'v" ~ 2nv + A)q'^ - 2 (« - A'v)qq 

oder, wenn 

A*v^ — 2wv '\- A = A'\ 

n — A'v = n' 

gesetzt wird, in 

(8) p^ = A'q'^ + A''q' — 2n'qq\ 
Nun folgt aus der Definition von n' 

n^ - 2A'nv + A'^v^ == W\ 

A v^ — 2nv = — -p — , 

also ist 

j /^ w' * — *** _i A **' * — n* + -4 A' 

^ — A' 1"^ 37 

oder, weil AA' = n^ — B ist, 
und 



(9) / = A'q"' + ^^-^ 3'* - 2n'q'q". 



Daraus ergiebt sich, dass JB quadratischer Rest von A' sein 
muss, wenn die Aufgabe lösbar sein soll, und es lässt sich 
für n eine Zahl ^ ^ J.' bestimmen [eine Wurzel der Con- 
gruenz n^ ^ B (mod. A')] , durch deren Einsetzung 

wird. 

Mit der Gleichung (8) verfahren wir ganz so, wie wir 
mit (7) verfuhren. 
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Wir erhalten dadurch eine Zahl A'" == -rr» — , weiter 

eventuell A^^ = — -jn-, — , u. s. w., und da die Zahlen 

Ay A\ A'\ Ä"y . . . eine abnehmende Reihe bilden, so werden 
wir endlieh zu einer Zahl gelangen, welche kleiner als 
JB ist. Dann führt uns aber das Verfahren, dem wir unter 
dieser Voraussetzung die Gleichung (7) unterzogen haben, zu 
einer Gleichung, welche die Form von (5), aber kleinere Coef- 
ficienten als diese hat. 

Indem wir diese Gleichung in derselben Weise wie (5) 
behandeln, kommen wir zu einer Gleichung mit noch kleineren 
Coefficienten, und so werden wir schliesslich, wenn die vor- 
gelegte Gleichung überhaupt in rationalen Zahlen lösbar ist, 
zu einer Gleichung gelangen, in welcher einer der Coefficienten 
A eine Quadratzahl ist. Nach Auflösung dieser Gleichung 
ermitteln wir rückwärts schreitend die Werthe, welche der 
vorgelegten Gleichung genügen. 

Beispiel. Die Gleichung 

(1) 62/2 + ^xy — 28a;2 - 10«/ - 23 = 
liefert, mit 6 multiplicirt und für 6y aufgelöst, 

(2) 6y + 2a; — 5 = >/172ä;2 — 20 a: + 163. 
Wir setzen also 



(3) V'l72a;2 - 20a; + 163 = ;^ 
und erhalten leicht 

(4) 86a; — 5 = 1/43^2 — 6984. 

Da 6984 = 2^32.97, also durch 6^ theilbar ist, so 
schreiben wir 

(4*) 86 a; - 5 = 6 |/43 (y)^ — 194, 

haben also, wenn —= z' gesistzt wird, 43^8?'^ — 194 in ein 

Quadrat zu verwandeln oder, wenn js?' = — gesetzt und unter 

z' eine neue Unbekannte verstanden wird, die Gleichung 

(5) 43^2 _ 194^2 ^ ^-2 

oder 

(6) - 194jp2 = /'2 — 43^2 
in ganzen Zahlen zu lösen. 
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Wird hierin 

z" ci=s nq — 194g'' 

gesetzt, so erhält man leicht 

Nun hat die Gongruenz 

n« = 43 (mod. 194) 

die Wurzeln + 25. Wir nehmen n = 25 an; dann er- 

giebt sich 

n« — 43 _ « 

^194 "^ 

und ^ 

jo« = — 32* + ÖOqq' — 194g'*. 

Da 3 < 43 ist, so multipliciren wir diese Gleichung mit 
— 3 und erhalten 

— 3p^ == 9g2 - löOqq' + 5822'* = (3^ - 25^7 — 432'*. 

Die Aufgabe ist also darauf zurückgeführt, 432'* — ^P^ ^^ ^^^ 
Quadrat zu verwandeln. Zu diesem Zwecke schreiben wir 

(6*) 432'* = 3i)* + /"* 

und setzen hierin 

= n p — 432 > 
wodurch wir 

erhalten. Die Congrueiiz 

n'*= — 3(mod.43) 

hat die Wurzeln + 13. Für n' = 13 ist — Vi^ = 4 , also 

g'2 _, 4^2 _ 26^)2" + 432"*. 

Jetzt ist der Coefficient von p^ eine Quadratzahl. Wir 

setzen also 

4p^ — 26pq' + 432"* = (2i> + rq'y 

und erhalten 

,, _ 2j?(2r + 13) 

^ ~ 43 — r* ' 

WO für r und p beliebige rationale Werthe gesetzt wer- 
den können. Nachdem 2" bestimmt ist, erhält man rück- 
wärts schreitend 
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Wird etwa r == — 7, j) = 3 angenommen^ so ergiebt sich 

^=i; ^ = 14, ^ = i, J/ = 3. 
Hat man auf diese Weise einen einzigen Werth von x ermit- 
telt, welcher den Ausdruck 

y« + ^^ + Y^^ 
rational macht, so ist es leicht, eine Formel zu bilden, welche 
alle überhaupt möglichen Werthe von x, die dieses leisten, 
enthält. Ist nämlich 

also 

<^ = 9'-ßf-YP, 
SO ist 

a + ßx + Y^ = f + ß(x-f) + y{s? - r)- 

Dieser Ausdruck soll ein vollständiges Quadrat werden. 
Wir setzen daher 

/ + /J(a; - /•) + y(a^ - p)=^[g^{x- f)mf, 

WO m unbestimmt bleibt. Hieraus folgt, wenn man beider- 
seits ^ subtrahirt und darauf durch x — f dividirt, 

/5 + y(^ + /■) = ^gm + {x- f)m', 

also 

_ m'f-2gm + ß_+ yf 
X — — ü > 

w* — y ' 

und wegen der Unbestimmtheit von m muss dieser Ausdruck 
. von X alle Werthe enthalten, die den vorgelegten Ausdruck 

a + /Sa? + yx^ 
zu einem Quadrat machen. 

So fanden wir oben, dass yn2x^ — 20a; + 163 für 
x = ^ rational, nämlich = 14 wird; hier ist 

ß 20, y = 172, /■=i, 5r=14, 

also 

^m* — ■ 28w + 66 

^ w« - 172 ~ 

der allgemeine Ausdruck der gesuchten Werthe von x, 

§ 96. Vermischte Aufgaben. 

1. Die Congruenz 13a;* — 27a; — 4 = (mod. 31) zu 
losen. 
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Die Hülfscongruenz 13a ^ 1 (mod. 31) hat die Wurzel 

a = 12(mod. 31), 

und durch Multiplication mit 12 geht die vorgelegte Con- 

grueuz über in 

x"— 14a; — 48 = (mod. 31)5 
es ist also 

{x — 7)* = 97 = 4 (mod. 31) , 

a; — 7 = + 2 (mod. 31), 

rTi ^ 9 , x.^'^b (mod. 31) . 

2. Es sind die Wurzeln + 5 der Congruenz 

• a;« = 6 (mod. 19) 

gegeben. Man soll die Congruenz a;^ = 6 (mod. 19*) lösen. 

Aus 

(+ 5 + 19y)2 = 6 (mod. 19^) 

folgt zunächst 

+ 190y = — 19(mod. 192), 

+ lOy = - 1 (mod. 19) , 

+ 10y= 18 (mod. 19), 

+ 5y= 9 = — 10 (mod. 19) , 

y = + 2(mod. 19), 

a; = + 5 + 38 = + 33 (mod. 19^) . 

Also hat die Congruenz 

x^ = & (mod. 19^) 
die beiden Wurzeln 

a: = + 33 (mod. 19^) . 

Wir setzen demnach weiter 

a; := 4- 33 + 19^1/1 
und erhalten aus 

(+ 33 + m'y.Y = 6 (mod. 19^) 
leicht 

+ 66^1 = - 3 (mod. 19) , 



t/i = + 6 (mod. 19) 
und endlich 

ic = + 33 + G . 361 = 4- 2199 (mod. 19^) 
als Wurzeln der Congruenz a?^ ^ 6 (mod. 19^). 
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3. Die Congruenz oi? ^ 25 (mod. 64) zu lösen. 
Die Congruenz x^ ^ 25 hat 

für den Modul 8 die Wurzeln + 1 ? ± ^ , 

16 „ „ ib ^; ib 5» 

+ 5, +11, 
+ 5, +27. 

4. Die Primzahl 641 in 2 Quadrate zu zerlegen. 

Die Congruenz o?^=, — 1 (mod. 641) hat die Wurzeln 
+ 154. 



y> 


77 


>? 


j. \j 


?; 


w 


yy 


77 


V 


32 


;? 


?; 


V 


?? 


;♦ 


64 


>; 


w 



15i 



6 + 



6 + T- 



4 


6 


■ 


1 




4 
1 


25 
6 



Näherungsbr Qche : 



Zerlegung: 641 = 25* + 41 

5. Welche Wurzeln haben die Congruenzen: 

1. a;* = 35 (mod. 59) [+25] 

2. «2 = 27 (mod. 37) [+ 8] 

3. «* = 46 (mod. 53) [+24] 

5. x^= 2 (mod. 97) [+14] 

6. «* = 3 (mod. 83) [+ 13] 

7. a;* = 580 (mod. 5349 == 3 , 

6. Die Gleichung 

9a;* — 20a;y — 5t/* + 6a; + 13y + 78 = 
in rationalen Zahlen zu lösen. 
Man erhält leicht 



1783) [+ 77 , + 1706] . 



9a; - lOy + 3 = >/l45t/* - 177y — 693 , 



uud wenn 



gesetzt wird, 



yU5f—lfiy — 693 = « 



290y — 177 = }/58Ö«* + 433269 . 
Da 433269 = 81 . 5349 ist, so ist 



290^ — 177 = 9 ^580;?'* + 5349 , 



wo e 



- ist. 
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Setzt man ^' = |- und YöSO^ + 5349g« = ^ 



80 ist 

5349g» = 0'^ ~ 580p« 
oder, wenn 

/' :^np — 5349g' 
gesetzt wird, 

2 (n* — 680)«« 

«' = -^49-^ - 2ni>g' + 5349g'« . 
Nun hat die Congruenz 

n« = 580 (mod. 5349) 

die 4 Wurzeln + 77, + 1706. Wir nehmen n = + 77 an 
und erhalten 

2' =p' — 154f)g' + 5349g'«. 
Wird jetzt 

p« - 154j)g' + 5349g'« = (i? ~ rg')« 
gesetzt, so folgt leicht 

^ 5349 — r« 

r- und p sind unbestimmt, d. h. können beliebige rationale 
Zahlen sein. Ist g' bestimmt, so erhält man rückwärts schrei- 
tend die Werthe von g, 0\ z' , z^ y, x. 

Für q=p^rq ergiebt sich durch Einsetzung des 
Werthes von q 

^ 6349p + j?r' ~ 164 ^ 
^ 5349 — r* ' 

es ist also 

/ = ^ = 6349 — r» 

3 6349 + r^ — . 1647 ' 

mithin für r = 

^' = 1, ^ = 9, y = 3, a; = 4. 
üeberhaupt wird 

]/l45y^ — my — 693 
rational für jeden Werth 

^ ' w* — 145 ' 

wo m eine beliebige rationale Zahl ist. Für w = 12 ergiebt 
sich z. B. 2/ = — 474 , ir = 582. 
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Allgemeine Satze über binäre quadratische Formen und die 
Darstellung der Zahlen durch dieselben. 

§ 97. Definition und Eintheilung der Formen. 
Determinante einer Form» — Wir haben uns jetzt noch 
mit der Auflosung der unbestimmten Gleichung zweiten Grades 
mit zwei Unbekannten in ganzen Zahlen zu beschäftigen. Diese 
Auflösung erfordert eine eingehende Betrachtung der binären 
quadratischen Formen, zu der wir unter Führung von Gauss, 
des Begründers dieser Theorie, uns jetzt wenden. 

Eine ganze homogene Function von Veränderlichen, deren 
Coefficienten ganze Zahlen sind, wird in der Zahlentheorie 
eine Form genannt. Die Formen werden nach ihrem Grade 
in lineare, quadratische, cubische, u. s. w., und nach der Zahl 
der Veränderlichen, die sie enthalten, in binäre, ternäre, u. s. w. 
eingetheilt. Wir haben es in der Folge nur mit der binären 
quadratischen Form 

zu thun, in welcher a, 6, c gegebene ganze Zahlen, x, y un- 
bestimmte ganze Zahlen bezeichnen sollen. Den Coefficienten 
des mittleren Gliedes setzen wir immer als eine gerade Zahl 
voraus; falls derselbe ungerade sein sollte, multipliciren wir, 
um ihn gerade zu machen, die ganze Form mit 2. 

Wenn es sich nicht um die Grössen x, y, sondern nur 
um die Coefficienten a, 26, c handelt, werden wir die Form 
kurz mit (a, h, c) bezeichnen. Da bei den Formen d^e Ord- 
nung der Coefficienten von Bedeutung ist, so sind (a, fe, c) 
und (c, hy a) wohl von einander zu unterscheiden. 

Die Formen x^ -f- y^, x^ — 2y^, ^x^ — 10 xy — by^ werden 
also beziehungsweise durch (1, 0, 1), (1, 0, — 2), (3, — 5, — 5) 
bezeichnet werden. 
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Den Ausdruck b^ — ac, von dessen Werthe, -wie wir sehen 
werden ; die Eigenschaften der Form 

(a, b, c) = aa^ + ^bxy + cy^ 

in hohem Grade abhängen, nennt man die Determinante 
dieser Form. Die Determinanten der Formen 

(3,4, 7), (1,-1, 0, (0, 3, a) 

sind also beziehungsweise — 5 , 0, 9. 

Die Determinante einer Form ist positiv, Null oder nega- 
tiv. Da die Formen, deren Determinante Null ist, eine eigene 
Behandlung erfordern, so schliessen wir sie vorläufig von der 
Betrachtung vollständig aus. 

§ 98. Transformation der Formen. — Wenn wir 
in einer Form 
(1) F=ax'' + 2bxy + cy^ 

die Grössen x, y durch die Ausdrücke 

'x = ax' + ßy' 
y= yx' + dy' 

ersetzen, wo a, /3, y, d ganze Zahlen sind, so verwandelt sich 
F in die neue Form 

(3) r = ax^ + 2b' xy + c'y^ , 

und es ist, wie eine leichte Rechnung ergiebt, 

a' = aa^ + 26ay + cy^ 
6' = accß + 6 (ad + ßy) + cyd 
W = aß^ + 2bßd + cdK 

Man sagt dann, man habe die Form F vermittels der 
Substitution (2) in die Form F' transformirt. 

Wenn die Form F' einen Werth M annimmt, sobald 
X = m^ y' = n gesetzt wird, so wird auch die Form F gleich 
M werden, wenn man x = am + /3w, y = ym -|- dn setzt. 
Daher wird jede durch F darstellbare Zahl sich auch durch 
F darstellen lassen, oder alle durch F' darstellbaren Zahlen 
werden unter den durch F darstellbaren enthalten sein. Man 
sagt daher, die Form F' sei unter F enthalten, oder F 
enthalte F\ 



(2) 



(4) 
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Die aus den Coefficienten der Substitution (2) gebildete 

Zahl 

aä — ßy 

nennt man die Determinante der Substitution. 

Die Determinante einer Substitution kann eine positive 
oder eine negative Zahl sein. Im ersteren Falle nennt man 
die Substitution eine eigentliche und sagt, die Form F' sei 
unter jPeigentlich enthalten. Im zweiten Falle heisst die 
Substitution eine uneigentliche und J?" unter JPuneigent- 
lich enthalten. 

Da eine Form F in eine andere F' möglicherweise durch 
verschiedene Substitutionen übergeführt werden kann, die zum 
Theil eigentliche, zum Theil uneigentliche sein können, so ist 
es auch recht wohl möglich (wir werden solche Fälle weiter- 
hin wirklich antreflPen), dass eine Form F' unter einer andern 
Form F eigentlich und zugleich uneigentlich enthalten sei. 

Zwei oder mehrere Substitutionen heissen gleichartig, 
wenn sie sämmtlich eigentliche, oder sämmtlich uneigentliche 
sind. Im entgegengesetzten Falle werden sie ungleichartig 
genannt. 

Lehrsatz. Die Determinante einer Form F', welche 
durch eine beliebige Substitution aus einer Form F 
entstanden ist, ist gleich dem Produkt aus der Deter- 
minante der letzteren in das Quadrat der Determi- 
nante der Substitution. 

Beweis. Bildet man mittels der Formeln (4) den Aus- 
druck 6'^ — a'c', so erhält man nach einigen leichten Reduc- 

tionen 

y^ - a'c = (b^ — ac) (ad -- ßyf . 

Diese Formel beweist nicht nur den in Rede stehenden 
Satz, sondern lässt zugleich erkennen, dass die Determinanten 
beider Formen dasselbe Vorzeichen haben. 

Aufgabe. Eine Form F = (a,b^c) ist durch eine Sub- 
stitution 

(1) (^ = "^; + f ; 

in F' == (a, 6', c) transformirt worden. Man soll die Substi- 
tution ermitteln, welche umgekehrt F' wieder in F verwandelt. 
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Lösung. Es sei 

< 

/■=/« + *> 

die gesuchte Substitution, so wird F offenbar in sich selbst 
transformirt, d. h. unverändert bleiben, wenn man 

X - aia'x + /J'y) + ^{y' x + 8'y) , 

y = y(a'x + ß'y) + diy'x + d'y) 
oder 

X = (aa + ßy')x + (aß' + ßS')y , 

setzt. Es muss somit 

aa + ßy' = 1, 

aß' + ßS' = 0, 
ya' + 8y = 0, 

y|3' + tf d' = 1 

sein, und hieraus ergiebt sich leicht, wenn die Determinante 
der Substitution (1) der Kürze wegen mit b bezeiclinet wird, 

^__^ ß' = ^ ' = -Z_ ?i' - ■ -^- . 

Diese Werthe von «', /3', y', 8' sind nur dann ganze 
Zahlen, wenn £ = + 1 0^©^ = — 1 ^st. Wir schliessen dar- 
aus Folgendes: Wenn die Form F durch die Substitution (1) 
in F' transformirt ist, so lässt sich nicht immer auch F' zu- 
rück in F transformiren. Dies ist vielmehr nur möglich, wenn 
die Determinante der Substitution den Werth + 1 hat, und 
dann verwandelt sich F' in Fy wenn man 

/2) ix = b8x — Bßy 

ly' = — ^yx + Eay 

setzt, wo £ = + 1 die Determinante ad — ßy der Substitu- 
tion (1) ist. 

Beispiel. Die Form ir^ + 8:x;t/ — 3/^==(l,4,-— 1) geht 
durch die Substitution 

a: = X — 2«/' 

y = 2x — 3y', 

deren Determinante + 1 ist, über in 

13a;'2 — 48a;'y' + 43^'^ = (13. _ 24, 43), 
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und letztere wird wieder in (1, 4, — 1) transformirt^ wenn man 

ic' = — 3ir + 2y , 

y' = — 2a; + y 
setzt. 

§ 99. Aequivalente Formen. — Zwei Formen F^F 
von der Beschaffenheit, dass F' unter F und zugleich F unter 
F' enthalten sei, heissen äquivalent. Damit jF und JF' äqui- 
valent seien, sind also, wie die Lösung der vorhergehenden 
Aufgabe ergieibt, zwei Bedingungen zu erfüllen, nämlich 1), 
dass F unter F enthalten sei, und 2), dass die Determinante 
der Substitution, durch welche F in F übergeht, den Werth 
+ 1 habe. Wenn die zweite Bedingung erfüllt ist, so lehrt 
der Satz des vorhergehenden Paragraphen, dass beide Formen 
die nämliche Determinante haben. Die Aequivalenz zweier 
Formen erfordert also die Gleichheit ihrer Determinanten; man 
darf aber, die erste Bedingung vernachlässigend, aus der Gleich- 
heit der Determinanten allein durchaus nicht auf die Aequi- 
valenz zweier Formen schliessen. 

Wenn die Form F durch die Substitution 

^ ^ [y = yx' + 8y' 

in die äquivalente Form F' transformirt wird, so geht, wie 

wir gesehen haben, F' in F über durch die Substitution 

ly = — Byx + say, 
wo s die Determinante von (1), also « ^ = -j- 1 ist. Die Sub- 
stitution (2) hat daher dieselbe Determinante ad — ßy wie 
(1), und somit sind beide Substitutionen eigentliche oder beide 
uneigentliche. Im ersteren Falle heissen die Formen F, F' 
eigentlich äquivalent, im zweiten uneigentlich äqui- 
valent. 

Beispiele. I. Die Form (5, 7, — 1), deren Determinante 
54 ist, geht durch die Substitution 

x^bx + 2/ , yc=lx' + 3/ 

über in die Form (566, 232, 95), welche dieselbe Determinante 
hat. Die letztere Form geht durch die Substitution 

a;' = 3a? — 2y, y' ^ ^Ix + by 

Werthcim, Zahlenthcorie. 16 
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wieder in (5, 7, — 1) über. Beide formen sind eigentlich 
äquivalent, da die Determinante jeder Substitution + 1 ist 

IL Die Form (3, — 4, 4) mit der Determinante 4 geht 
durch die Substitution x«=^x -\-y\y ='2x' -{-y' in (3, — 1,-1) 
über. Die letztere Form, welche gleichfalls die Determinante 
4 hat, wird durch die Substitution ic' = — rc + y, y ' = 2a? — y 
wieder in (3, — 4, 4) transformirt. Da jede dieser beiden 
Substitutionen die Determinante — 1 hat, so sind beide Formen 
uneigentlich äquivalent. 

Die Formeln (4) des § 98, welche uns die Coefficienten 
a\ h\ c der Form liefern, die durch irgend eine Substitution 
aus einer gegebenen Form (a, &, c) entsteht, lassen erkennen, 
dass jeder gemeinschaftliche Divisor der Zahlen a, &, c auch 
Divisor der Zahlen a\ b\ c sein wird. Denkt man sich die 
zweite dieser Formeln (4) beiderseits mit 2 multiplicirt, so 
geht aus denselben ebenso hervor, dass jeder gemeinschaftliche 
Divisor der Zahlen a, 2&, c auch Divisor der Zahlen a\ 26', c 
ist. Es wird mithin auch der grösste gemeinschaftliche 
Divisor der Zahlen a, 6 (resp. 26), c in a\ V (resp. 26'), c' 
aufgehen. Wenn nun beide Formen äquivalent sind, so muss 
der grösste gemeinschaftliche Divisor von a, 6 (26), c in den 
von a', V (26'), c und zugleich der grösste gemeinschaftliche 
Divisor von a', 6' (26'), c in den von a, 6 (26), c aufgehen, 
d. h. der grösste gemeinschaftliche Divisor von a, 6 (26), c 
muös gleich demjenigen von a', 6' (26'), c sein. 

Aufgabe. Es sollen die Beziehungen der beiden Formen 
(c, 6, d) und (a, — 6, c) zu (a, 6, c) ermittelt werden. 

Lösung, (c, 6, a) geht aus (a, 6, c) durch Vertauschung 
von X und y, also durch die Substitution 

a; = • i»' + 1 • y' 

■ 

y = 1 . ic' + • 2/' 

hervor; da die Determinante dieser Substitution — 1 ist, so 
sind beide Formen uneigentlich äquivalent. 

(a, — 6, c) geht aus (a, 6, c) durch die Substitution 

a; = 1 • rc' + • y' 

y = • aj' — 1 • j/' 

hervor; diese hat die Determinante — 1, also sind auch die 
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beiden Formen (a, 6, c), (a, — 6, c), welche man entgegen- 
gesetzte nennt^ uneigentlich äquivalent. 

§ 100. Formen, von denen jede die folgende 
enthält. — 

Lehrsatz I. Wenn eine Form F eine zweite F' und 
diese zweite eine dritte F'' enthält, so enthält auch 
die erste die dritte und zwar eigentlich oder un- 
eigentlich, je nachdem die zweite Form die dritte in 
derselben Weise enthält, wie die erste die zweite, 
oder in entgegengesetzter Weise. 

Beweis. Wenn F durch die Substitution 

\y = ya?' + dy' 
in F' und F' durch die Substitution 



(3) 



/f 



ff 



{f f ff l Qf 'f 

f f ff i ^f ff 

in F" übergeht, so wird sich F durch die Substitatiou 
a; = a {a'x" + ß'y") + ß (y'x" + 8'y") 
,y = Y Wx" + ß'y") + * {y'x" + 8'y") 
oder, was dasselbe ist, 

X = (««' + /Sy') x" + {aß' + ß8') y' 
y = (ya' + 8y') x" + {yß' + 88') y' 

in jF" verwandeln. Somit enthält F auch F". 

Nun ergiebt sich durch Ausführung der Multiplicationen 
leicht, dass 

(aa + ßy) {yß' + dd') -\aß' + ß8') {ya' + dy) 

= {aS-ßy)iad'^ß'/), 

dass also die Determinante der Substitution (3) das Produkt 
der Determinanten von (1) und (2) ist. F enthält somit F" 
eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die Substitutionen (1) 
und (2) gleichartig oder ungleichartig sind. 

Zusatz. Wenn in einer beliebig grossen Reihe von 
Formen eine jede die folgende enthält, so wird auch 
die erste die letzte enthalten und zwar eigentlich oder 
uneigentlich, je nachdem die Anzahl der Formen, 



16 



* 
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welche die auf sie folgende Form uneigentlich ent- 
halten; gerade oder ungerade ist. 

Lehrsatz IL Wenn eine Form F einer zweiten F 
und diese zweite einer dritten F" äquivalent ist, so 
ist auch die erste der dritten äquivalent^ und zwar 
eigentlich oder uneigentlich, je nachdem die zweite 
Form der dritten in derselben oder in entgegen- 
gesetzter Weise äquivalent ist, wie die erste der 
zweiten. 

Beweis. Da F äquivalent F' und F' äquivalent F" ist, 
so ist einerseits F unter F' und F' unter jF", also auch F 
unter F", andererseits aber auch F" unter F' und F' unter 
JF, also auch F'' unter F enthalten. Somit sind die Formen 
Fy jF" äquivalent. 

Wenn nun die erste Form die zweite in derselben Weise 
enthält, wie die zweite die dritte, so enthält die erste Form 
die dritte eigentlich und ist zugleich unter derselben eigent- 
lich enthalten; daher sind die Formen JF, F" in diesem Falle 
eigentlich, im entgegengesetzten Falle uneigentlich äquivalent. 

§ 101. Benachbarte Formen. — Wetin zwei Formen 
(a, 6, c) und {a\ V, c') gleiche Determinanten haben, und 
wenn zugleich a = c und 6 + ^' = f^ (mod. c) ist, so nennt 
man die Formen benachbart, und zwar sagt man, wenn eine 
genauere Angabe erforderlich ist, (a, 6, c) sei der Form 
(c, 6', c') nach links benachbart oder (c, 6', c) sei der 
Form (a, 6, c) nach rechts benachbart. So ist z. B. 
(9, 2, — 11) der Form (-— 11, 9, 2) nach links benachbart, 
(3, 1, 3) ist (3, — 1, 3) sowohl nach links, als auch nach 
rechts benachbart. 

Aufgabe I. Die Formen zu bestimmen, welche einer ge- 
gebenen Form (a, &, c) benachbart sind. 

Lösung. Es seien a', V, c' die Coefficienten einer Form, 
die (a, 6, c) nach rechts benachbart sein möge. Dann ist 
zunächst a' = c und, weil 6' + t = (mod. c) sein soll, 
6'= — & + ÄC, wo h eine unbestimmt bleibende ganze Zahl 
bezeichnet. Nun müssen beide Formen noch dieselbe Deter- 
minante haben; es muss also 

(- & + Icf — cc = &2 — ac 
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sein^ und hieraus ergiebt sich leicht 

c' = a — 26/c + ck^ . 
Es ist also 

(c, — 6 + Jfec, a — 2b1c + ck^) 

der allgemeine Ausdruck der (a, b, 6) nach rechts benach- 
barten Formen. 

In derselben Weise würden wir als allgemeinen Ausdruck 
der (a, 6, c) nach links benachbarten Formen 

(c — 2bk -\- ak^ j — 6 + Äa, a) 
erhalten haben. 

Lehrsatz. Zwei benachbarte Formen sind eigent- 
lich äquivalent. 

Beweis. Die Form (a, b, c) geht in 

(c, — & -f- Äc, a — 2bk -f- c¥) 

durch die Substitution 

X => ' x' — 1 • «/' 

y = 1 .x' +k'y' 

über. Da die Determinante dieser Substitution den Werth 
+ 1 hat, so sind beide Formen eigentlich äquivalent 

Aufgabe II. Es ist eine Form (a, bj c) gegeben. Eine 
zweite Form soll mit der gegebenen den ersten Coefficienten 
a gemeinsam haben und derselben eigentlich äquivalent sein. 
Welches ist diese zweite Form? 

Lösung, (a, 6, c) ist uneigentlich äquivalent (c, 6, a), 
(c, 6, a) ist uneigentlich äquivalent (c, — 6, a), folglich ist 
(a, &, c) eigentlich äquivalent (c, — 6, a). Ferner ist (c, — 6, a) 
eigentlich äquivalent 

(a, 6 + aÄ, c + 26Ä + aÄ^); 

diese letztere Form ist also die gesuchte, und darin kann k 
jede ganze Zahl sein. 

Aufgabe III. Zu beweisen, dass die Form (a, 6, c), wenn 
26 durch a theilbar ist, sich selbst uneigentlich äquivalent ist. 

Unter der gemachten Voraussetzung ist (a, 6, c), weil 
nach rechts benachbart, eigentlich äquivalent (c, 6, a); (c, &, a) 
ist aber (a, 6, c) uneigentlich äquivalent; folglich ist (a, 6, c) 
sich selbst uneigentlich äquivalent. 
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Anmerkung. Es wird hier vorausgesetzt, dass der 
Coefficient, der in den benachbarten Formen derselbe ist, vod 
Null verschieden sei. Dies ist übrigens immer der Fall, wo- 
fern nicht die Determinante der Form eine Quadratzahl ist. 

Aufgabe IV. Zu beweisen, dass die Formen 

(a, a+l,a + 2) und (a + 2, a + 3, a + 4); 

für jeden Werth der ganzen Zahl a benachbart sind, und die 
Substitution zu ermitteln, durch welche die erste Form in die 
zweite transformirt wird. 
Lösung. Da 

(a + 1) + (a + 3) = 2a + 4 

durch a + 2 theilbar und zugleich 

(a + 1)2 - a (a + 2) = (a + 3/ - (a + 2) (a + 4) 

ist, so sind die Formen benachbart. 

Nun geht allgemein eine Form (a, h, c) in die benach- 
barte (c, — 6 + kc, a — 2bk + ch^) über, wenn man 

X = ' X — l ' y'f y = 1 ' x' -{- Jcy' 

setzt; wir haben also, da hier 6 = a+l,c = a+2 ist, über 
Je so zu verfügen, dass 

Ä (a + 2) — (a + 1) = a + 3 

wird. Es ergiebt sich hieraus Ä = 2; die gesuchte Substitu- 
tion ist also 

§ 103. Zusammenhang zwischen zwei gleichar- 
tigen Transformationen einer Form in eine andere. — 
Es seien 

F=ax^ + 2bxy + cy^ und F' = ax^ + 2Vx'y -f- cy' 

zwei gegebene Formen, deren Determinanten beziehungsweise 
d und d' sind, und es möge F in F' transformirt werden 
durch jede der beiden gleichartigen Substitutionen 

X = ax' + ßy ix = ax + ß'y' 

von denen die erstere die Determinante £, die zweite die De- 
terminante s' habe. 
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Dann ist nach dem Lehrsatz des § 98 

d' = d^ und d' •= ds'^ , 

also £* = «'* und, da beide Substitutionen gleichartig sein 
sollen, £ = s'. Ferner bestehen nach § 98, (4) die 6 Glei- 
chungen 

(1) o' = aa«+26ay + cy« 

(2) a' = aa'* + 26aV + cj''» 

(3) b' = aaß + b{aS + ßy) + cyS 

(4) 6' = oa'j8' + 6(«'d' + /J>') + cy'r 

(5) c' = a/3« + 2bßS + cd* 

(6) • c' = aß'^ + 2hß'S' -\-cd'K 
Wir setzen jetzt der Kürze wegen 

aaa' + b(ay' -\- ya) + cyy' = ul, 
a(a/3' + ßa) + 6(ad' + j3y' + yß' + *«') 

aßß' + &(/3d' + d/J') + c88' == C. 

Nun ergiebt sich durch Multiplication von (1) und (2) 

(7) a'« = ^2 _ ^(„y' _ y „')« 

Wenn wir weiter (1) mit (4), darauf (2) mit (3) multi- 
pliciren und die Produkte addiren [um für die Folge eine 
kurze Ausdrucksweise zu gewinnen, werden wir dafür (1) • (4) 
+ (2) • (3) schreiben], so folgt 

(8) 2a'b' = 2 AB - d (ay' - ya') (ad' + ßy' — yß' — Sa'). 
Durch (1) . (6) + (2) . (5) + 2 . (3) . (4) ergiebt sich 

26'« + 2a' c' = 4B^ — d[(aS' + ßy' — yß' — Sa'f + 2ss'] , 
und hieraus folgt durch Addition von 

2b'' — 2a' c = 2d' = 2dEs' 

(9) 46'» = 4B» - d{a8' + ßy' — yß' — 8a)K 

Weiter erhält man durch (3) . (4) 

6'« = AG—d{a8' — yß') (ßy' - da'), 
und wenn hiervon 

6'« _ a'c' = d(ad — ßy) (a'd' - ß'y') 

subtrahirt wird, so folgt 

(10) a'c' ^'AC- d(ay' — ya') (ßd' - äß') . 



248 Achtes Kapitel. 

Durch (3) . (6) + (4) . (5) ergiebt sich 

(11) 2b' c — 2BC - d(a*' + ßy — yß' - Sa) (ßä' - ifj 
und durch (5) . (6) 

(12) c'» - C» - d{ßd' - SßJ. 

Wir nehmen jetzt an, der grösste gemeinschaftliche Divi- 
sor der Zahlen a, 26', c sei m, und wir hätten nach § 24, VI 
drei ganze Zahlen g, h, k bestimmt, welche der Gleichung 

a'g + 26'A + c'Ä; «= w 

genügen. Wenn man dann die 6 Gleichungen (7) — (12) be- 
ziehungsweise mit g^y 2gh, V, 2g]c, 2hlc, Tc^ multiplicirt und 
die Produkte addirt, so ergiebt sich 

{Ag + 2JBÄ + Gl)\ 

— d\g{ay — ya) + Ä(ad' — 8a + ßy - yß') 

+ l[ßd' - dß')f = m\ 
oder, wenn der Kürze wegen 

(13) Ag + 2 JBÄ + (7Ä = T, 

^^ \ +]c(ßS' -dß') = ü 

gesetzt wird, 

T^ — dü^ = mK 

Zwei gleichartige Transformationen einer Form F in F' lie- 
fern alsb eine ganzzahlige Losung 

t=T, u=ü 
der Gleichung 

t^ — dti^ = m^ . 

Beispiel. Die Form x^ -\- Sy^ wird in 

16x^ + 12xy + 84y'* 
transformirt durch jede der beiden Substitutionen 

IX = 2x' + &y' (X = 4a?' + 9y' 
\y = 2ic' + 4y" [y = —y' 
Es ergiebt sich 

ul = 8, 2J? = 36, C=42, t?=-3, »i = 4, 
und da die Gleichung 

16g + 72h + 84Z; = 4 

durch die Werthe ^== — 8, ä= — 4, ä = 5 befriedigt wird, 
so liefern unsere beiden Substitutionen für die Gleichung 
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t^ + 3m« = 16 
die Lösung 

^ = 8 . (- 8) + 36 . (~ 4) + 42 . 5 = + 2 

M = (_ 8) . (- 8) - 4 . (- 36) + 5 . (- 42) = 2. 

In unseren Schlüssen ist nicht vorausgesetzt^ dass die beiden 
Transformationen verschieden seien. Wir können dieselben 
also auch als identisch ansehen, d. h. a = a, /*' = ßj y = 7j 
ö' = 8 setzen. Dann liefert die Gleichung (14) U=0] fer- 
ner wird Ä^= a, B = V, (7 = c\ folglich (wegen (13)) t = m. 
Wir erhalten also die Lösung u = 0, t = + m, die der blosse 
Anblick der Gleichung unmittelbar liefert. 

Bekanntlich können die Zahlen g, h. Je auf unendlich viele 
Arten bestimmt werden. Wir werden jetzt sehen, dass T und 
U von den für g, Ä, h gewählten Werthen ganz unabhängig 
sind. Zu diesem Zwecke wollen wir Formeln für T und U 
herleiten, die einfacher als (13) und (14) sind, also auch den 
Vortheil gewähren, schneller die Werthe von T und U zu 
liefern. Wir erhalten durch 

(1) . ($a' - ßy') + (2) .{ad'- yß') + (3) . (ay' - ya') 

+ (4) . (ya' — ay') 

r a'{a8' -ßy'-yß' + 8a') 

^'^^ 1 = A [(«d - ßy) + {a'8' - ß' y')] = Ä{s + a'), 
ferner durch 

[(l)-(2)] . (d^' - ^O + [(3) + (4)] . («r - ^/ - y^' + da') 

+ [(5) - (6)] . («y' - y«') 

I 2V{aS'-ßy'-yß' + Sa') 
^^^ l =2B{a8 — ßy + tt'S' -ß'y') = 2B{s + s), 

endlich durch 

[(3) - (4)] . {8ß' - ßd') + (5) . («r - yß') + (6) . (Sa' - ßy) 

f c'{ad'-ßy'-yß' + da') 
^^'^ \ = C(a8 -ßy + a'S' - ß'y') = C(f + «')• 

Da e = s' ist, so folgt aus den Gleichungen (15), (16), (17) 

= a\a9' -ßv'-yß' +Sa) 
2_g _ 2b '{«Sr -ßy -Vß' + S a') 

u 6 
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und durch Einsetzung dieser Werthe geht (13) über in 
(ad' - ßy' - yß' + Sa') '''9 + ^b'h + c lc _ ^ 

oder, da a'g + 2b' h -^ ck ^= m ist, in 

(18) 2BT=m{a8' — ßy — yß' + 8a), 

Dies ist die Formel, aus welcher sich T leicht berechnen lässt, 
und welche zeigt, dass der Werth von T von den Werthen, 
die wir für g, h, Je wählen, ganz unabhängig ist. 

Aus (18) ergiebt sich für aS' — ßy' — yß' + da der 

Werth , durch dessen Einsetzung in (15), (16), (17) man 

TU 

mA='Ta', 2mJ?-=2T6', mC=Tc' 

erhält, und bei Benutzung dieser Werthe von A, 2ß, C7 er- 
halten wir aus (7)— (12), wenn wir noch m* -\- dU^ statt f* 
schreiben, nach leichten Vereinfachungen 

( 7*) a'« ü^ = (ay' — yajm'' 

( 8*) 2a' 6' f7* = (ay' - ya') (ad' — Sa ■\- ßy — yß')m' 

( 9*) W^ü^ = (ad' — da' + ßy' — yß'f m^ 

(10*) a'c' U^ = {ay' — ya') (ßd' - Sß') m* 

(11*) 2b'c'ü^ == lß6' - Sß') (aS' — da' + ßy' — yß')m' 

(12*) c'^m=- ißS' — dß'y m\ 

Hieraus ergiebt sich bei Benutzung der Gleichung (14) 
und der Gleichung 

a'g -\- 2h'h -{- c'h = m 

durch (7*) . (7 + (8*) . Ä + (10*) . l 

am TP = {ay' — y«') »»* ü 

oder 

(19) a'ü'={ay' — ya')m, 

durch (8*) . ^ + (9*) . Ä + (11*) . h 

2h' m U^ = {ad' — da' + ßy' — yß') »»* U 
oder 

(20) 26'J7=(a(y'-*a' + /3y'-y/3')m, 

endlich durch (10*) . ^ + (11*) . Ä + (12*) . h 

c'mü^'={ßd' -Sß')m*.U 
oder 
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(21) c'U=(ßd' -dß')m. 

Jede dieser Formeln (19) — (21) zeigt, dass aueh U von gr, h, 
Je unabhängig ist, und setzt uns in den Stand, ü mit Leich- 
tigkeit zu berechnen. 

§ 108. Ermittlung der mit einer gegebenen Trans- 
formation gleichartigen Transformationen einer Form 
in eine andere. — Es seien wieder F^ F' zwei gegebene 
Formen, und es gehe F in F' über durch die gegebene Sub- 
stitution 

Wir stellen uns die Aufgabe, alle mit der gegebenen gleich- 
artigen Substitutionen zu ermitteln. Dabei setzen wir die 
Lösung Ty ü der Gleichung t^ — du^ = m^, in welcher d, m 
die im vorigen Paragraphen festgesetzte Bedeutung haben, als 
bekannt voraus. Die gesuchte Substitution bezeichnen wir mit 

x = a X ■\' ß y y y = yÄJ+oy. 

Unsere Aufgabe läuft dann darauf hinaus, «', ß\ y\ 8' 
durch of, ßy y, d, T, U auszudrücken, und dies geschieht auf 
folgende Weise: 

Durch (18) . a + (19) . 2ß — (20) . a erhalten wir 

■ 2asT+ 2{ßa — aV)U=2{a8 — ßy) am = 26a'm, 
ebenso durch (18) . ß -f (20) . ß — (21) . 2a 

2ßsT + 2{ßb' — ac') U = 2{aS — ßy)ß'm = 2sß'm, 
femer durch (18) . y -f (19) . 2d — (20) . y 

2y6T+ 2{8a' — yV)U=2{a8 — ßy)ym^2sy'm, 
endlich durch (18) . 8 + (20) . 8 — (21) . 2y 

286T+ 2{8V — yc)U= 2{a8 — ßy)8'm = 26*'m, 

und wenn man in diese Formeln die Werthe von a', 6', c' aus 
(1), (3), (5) einsetzt, so liefern dieselben 
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Wir sehen somit, dass jede mit der gegebenen gleich- 
artige Substitution, durch welche 1^ in 2^' transformirt wird, 
in den Formeln 

' X =±[aT-(6a + cy)Z7]a;' 



(22j 



Jf. 1- [8 T + \aß + U)TT\y' 



enthalten ist. 

Es bleibt nun noch zu zeigen, dass jede durch diese For- 
meln ausgedrückte Substitution wirklich F in. F' verwandelt 
und dabei mit der gegebenen gleichartig ist. Der erste Punkt 
wird dadurch bewiesen, dass man die in (22) angegebenen 
Werthe von x^ y in 

F== ax^ + 2})xy + cy^ 
einsetzt; unter Anwendung der Gleichung 

überzeugt man sich dann, freilich mittels mühseliger Rech- 
nung, dass die Coefficienten von a?'^, xy\ y'^ in der That 
a', 2&', c werden, dass also F in F' transformirt wird. 

Für die Determinante der Substitution (22) erhält man 
durch wirkliche Berechnung 

^ [T\a8 - ßY) - i'ü^ad - ßy) + ac . lP(aS - ßy)] 

= ^{ad-ßY) {T' -dü')^a$-ßy, 

und somit ist die Substitution (22) auch mit der gegebenen 
gleichartig. 

Es kann vorkommen, dass die Coefficienten der Substi- 
tution (22) für gewisse Lösungen der unbestimmten Gleichung 
f — d'^ =^ w? gebrochene. Zahlen werden. Solche Substi- 
tutionen sind natürlich zu verwerfen. 

Dieser Fall wird übrigens nie eintreten, wenn die For- 
men Fy F' äquivalent sind. Dann muss m, als grösster ge- 
meinschaftlicher Divisor von a\ 2&', c\ auch grösster gemein- 
schaftlicher Divisor von a, 26, c sein (§ 99). Nun ist 



rtv 






■ ^ .■ ^ I ■ i* 
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f — du^ = m^ , 

also, da d = V — ac ist, 

t^ — h^u^ «=» m^ — ac . ii^, 

und da sowohl a, als auch c durch m, die rechte Seite also 
durch m^ theilbar ist, so muss auch die linke Seite, und um 
so mehr 4c f — 46^w^ durch m^ theilbar sein. 26 ist aber 
durch m, somit 46^ durch m^ theilbar. Daher wird auch Af 
durch m^, also 2 t durch m theilbar sein. Es sind somit 

2 2 

(t + hu) und — {t — hu) 



w ^ ' ^ m 



ganze Zahlen, und da die Differenz beider, d. i. gerade 

ist, so müssen diese Zahlen entweder beide gerade oder beide 
ungerade sein. Wäre jede derselben ungerade, so würde auch 

ihr Produkt —^ {t^ — h'^u^) ungerade sein, was nicht der Fall 

ist, da m^ in t^ — V^u^ aufgeht. Jene Zahlen sind also ge- 
rade, und somit sind 

— (^4- hu) und — (^ ~ hu) 

ganze Zahlen. Da nun sowohl a, als auch c durch m theil- 
bar ist, so erkennen wir, dass die Coefficienten der Substitu- 
tion (22), die sich auch folgendermassen schreiben lassen: 

a' = — [a{t — hu) — cyu] 

ö' = ^ m + &^) + <^ß^] 

ganze Zahlen sein werden. 

Wenn wir also alle Lösungen der unbestimmten Gleichung 

t^ — du^ = m^, 

die uns später beschäftigen wird, ermittelt haben werden, so 
sind damit alle mit der gegebenen gleichartigen Transforma- 
tionen von F in F' bestimmt. 

Beispiele. I. Die Form a? + Sy^ geht durch die Sub- 
stitution 
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{ 



y = 2x' + 4y' 
in 16a;'* + 12 xy' + 84^'* über. Hier ist d 3, w = 4, 

also die Gleichung 

t^ + 3m* = 16 

zu losen. Die Wurzeln derselben sind 

— 2 



t 


4 


4 


2 


2 




u 








2 


2 





2 — 2 ' 

nnd diesen entsprechen beziehungsweise die Substitutionen, 
deren Coefficienten folgende sind: 



a 


2 


2 


2 


4 


— 4 


2 


ß 


6 


6 


3 


9 


9 


3 


y 


2 


2 


2 








— 2 


8 


4 


4 


5 


— 1 


1 


5 . 



II. Die Form a;* + 7j/* geht durch die Substitution 

a; = 2a;' + lOy' 
y = 2a;'- 6y' 

über in 32a;'* — 128a;'y' + 352y' *. Hier ist of == - 7, ♦» = 
also die Gleichung 

<« + 7 m« = 1024 
zu lösen. Dieselbe hat 10 Lösungen, nämlich 



32, 



t 


31 


31 


-31 


-31 


18 


18 


— 18 


u 


3 


3 


3 


- 3 


10 


-10 


10 



18 


4 


4 


10 


-12 


12 



welche Substitutionen mit gebrochenen Coefficienten liefern 





'? 










~*"'**0^— 






t 


32 


-32 


24 


24 


24 


24 


4 


— 4 


u 








8 


- 8 


8 


- 8 


12 


- 12 



entsprechen die Substitutionen mit beziehungsweise den Coef- 
ficienten 



Allgemeine Sätze über binäre quadratische Formen etc. 25& 



a 


+ 2 


- 2 


2 


+ 5 


5 


+ 2 


5 


+ 5 


ß 


+ 10 


10 


+ 18 


3 


+ 3 


— 18 


+ 17 


-17 


7 


+ 2 


2 


+ 2 


+ 1 


1 


- 2 


+ 1 


1 


8 


- 6 


+ 6 


2 


7 


+ 7 


+ 2 


+ 3 


3. 



{; 



§ 104. Ambige Formen. — Eine Form (a, &, c) wird 
ambig genannt, wenn 2& durch a theilbar ist. Ambige For- 
men sind z. B. (a, 0, c), (2 a, a, c). 

In § 101 haben wir schon bewiesen, dass eine ambige 
Form sich selbst uneigentlich äquivalent ist. Es muss daher 
auch jede Form, welche einer ambigen Form äquivalent ist, 
sich selbst uneigentlich äquivalent sein. Dieser Satz lässt sich 
aber auch umkehren. Es besteht nämlich der 

Lehrsatz. Wenn eine Form sich selbst uneigent- 
lich äquivalent ist, so giebt es stets eine ihr äqui- 
valente ambige Form. 

Beweis. Die Form (a, 6, c) möge durch die Substitution 

X = ax' -|- /Jy' 

deren Determinante a8 — ßy = — 1 ist, in sich selbst trans- 
formirt werden, so ist 

(1) aa^ -(- 2hay + cy^ = a , 

(2) aaß + b(ad -f ßy) + cy* = 6, 

(3) aß^ + 2bß8 + cd^ = c. 
Nun folgt durch (1) . <J — (2) . y 

aa{aö — ßy) + by{ad — ßy) = ad — by 

oder, da ad — ßy = — 1 ist, 

— aa — by = ad — by^ 
also ist 

(4) a(a-f*) = 0. 

Weiter folgt durch (2) . (a + d) — (1) . /J — (3) . y 

aß(ad — ßy) + ba(ad — ßy) -f bd{a8 — ßy) + cy(aS — ßy) 

= 6« + Jd — a/J — cy 
oder 
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— aß — ba — bd — cy = ba -}- bS — aß — cy; 

also ist 

(5) 6(« + *) = 0. 

Endlich folgt durch (3) . a — (2) . ß 

bß(ad — ßy) + cd {ad — ßy) = ca — bß 
oder 

— bß — cä = ca— bß] 
also ist 

(6) c(« + d) = 0. 

Aus den Gleichungen (4), (5), (6) geht hervor, dass a + d = 0, 
also d = — a ist; wäre nämlich « + <J von Null verschieden; 
so müsste a = b = c = sein, was offenbar unmöglich ist. 
Durch (2) . a — (1) . ß erhält man noch 

ba{a8 — ßy) + cy{a8 — ßy) = ba — aß 
oder 

— ba — cy ==ba — aß] 
es ist also 

(7) aß — 2bcc — cy = 0, 

und diese Formel wird uns unten von Nutzen sein. 

Wird in der Gleichung ad — ßy = — 1 die Grösse S 
durch den dafür erhaltenen Werth — a ersetzt, so erhält man 

a^ -l = -ßy oder "^-^ = -^ - 

^' y 1 — a 

In den kleinsten Zahlen, die möglich sind, ausgedrückt, sei 
dieses Verhältniss = — ; dann sind also m und n prim zu 

einander. Ferner seien zwei ganze Zahlen fi, v so bestimmt, 

dass 

m^i + nv = 1 

ist. Dann behaupten wir, 

(8) ] ^ 

[ y= nx + iiy 

sei eine Substitution, welche F in eine äquivalente ambige 
Form G transformire. Da die Determinante der Substitution 
(8) den Werth + 1 ^^^7 so ist 6? eigentlich äquivalent F. 
Wir haben also nur zu beweisen, dass G eine ambige Form 
ist. Zu diesem Zwecke berechnen wir die beiden ersten Coef- 
ficienten der Form G = (a\ b\ c). Es ergiebt sich 



(9) 
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< 
26' == — 2amv — 2&wi/ + 26m/t + 2cnii.. 

Nun folgt aus der Relation ^-^ — = — , 
'^ 1 — an' 

dafls 

ßn + aw — m = 

ist, und aus = — , dass 

y « ' 

ym — an — n = 

ist. Es hat also jede der drei Zahlen 

^ = 1 — mfi — nv, 

Ä = /3w + «*w — ^9 
Je «= ym — «n — w 

den Werth Null, und der Ausdruck 

m^(ßfL^ — 2afiv — yi/*) 

bleibt unverändert, wenn man 

g[(fnfi + i)ß — (« + l)wi/] + h(m^v + ^) + ^wii/^ 

dazu zählt. * Durch Ausführung der Rechnung erhält man nach 
leichten Reductionen 

m^(ßfi^ — 2a^v — yv^) = — 2mv + ß. 

Ebenso bleibt 

mn{ß^^ — 2a^v — yi/') 

unverändert, wenn man 

5f[(mft — nv) — (1 + f^w + nv)a\ — %mfi^ + Icnv^ 
dazu zählt, und man erhält 

mn{ßfL^ — 2afiv — yi^) = Wft — wv — a . 
Endlich erleidet auch 

n^ißli? — 2afti/ — yv*) 
durch Addition von 

— ^[n|x(a — 1) + {nv + l)y] — ÄWfi^ — Jc(nfiv + f*) 
keine Veränderung, und es ergiebt sich 

n^(ß(i^ — 2afti/ — yv^) — 2nft — y. 
Es ist also 

Wertheim, Zahlentheorie. 17 



I 
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{aw? + ^^'i^'^ + cnF) (/SfA* — • 2afti/ — yv^ 
= — 2amv + a/3 + 2hm^ — 2bnv — 26« + 2cnfi — cy 
= ( — 2amv + 2bm^ — 2bnv + 2cwfi) + (a/3 •— 26« — cy) 
oder wegen (9) und (7) 

a\ß^^ - 2«|xi; — yv^) = 2&'; 
a' geht also in 26' auf, und somit ist G eine ambige Form. 

Beispiel. Die Form (3, 13, 18) geht durch die Substi- 
tution 

x = 3x' + 2y' 

y «= — 4a?' — 3y', 

deren Determinante — 1 ist, in sich selbst über, ist also sich 
selbst uneigentlich äquivalent. Hier ist 

a+i 4 m ^ 

y — 4 n 

Man kann also erstens w == 1, n = — 1 annehmen; 
dann hat man die Gleichung 

lA — V = 1 

ZU lösen. Der Lösung ft «= 1 , v = entspricht die Substi- 
tution X «^ Xj y = — ic' + y\ durch welche (3,' 13, 18) in 
( — 5, — 5, 18) übergeht. Der Lösung f* «= 2, v == 1 ent- 
spricht die. Substitution a; = a;' — y', y = — ^' + '^Vy welche 
(3, 13, 18) in ( — 5, 0, 23) transformirt, u/ s. w. 

Wird zweitens m = — 1, w = 1 angenommen, so ist 
die Hülfs^leichung — ft + ^ = 1 • 

Der Lösung |x = 0, v = 1 dieser Gleichung entspricht 
die Substitution x = — x' — y' , y = x\ welche (3, 13, 18) 
in (—5, — 10, 3) verwandelt. Der Lösung |x= 1, t/ = 2 
entspricht die Substitution 

x^ — x' — 2y, y = a?' + y', 

welche die ambige Form ( — 5, — 15, — 22) liefert, u. s. w. 
Aufgabe 1. Die Form (7, 1, — 1) geht durch die Sub- 
stitution X = 2x' -^ y\ y = — 3a;' — 2y', deren Determinante 
— 1 ist, in sich selbst über, ist also sich selbst uneigentlich 
äquivalent. Man soll einige jener Form äquivalente ambige 
Formen bilden. 

[(4, 2, - 1), (4, - 2, - 1), (4, - 6, 7), ...]. 
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Aufgabe 2. Man hat eine ambige Form G durch eine 

Substitution 

^ = ax + ßy 

< 

rj = yx + dy, 

deren Determinante + 1 ist, in eine Form F transformirt. Es 
soll nun eine Trane formation mit der Determinante — 1 er- 
mittelt werden, welche F in sich selbst transformire. 

Lösung. Nach § 98 wird JP in 6r transformirt durch die 
Substitution 
/jN j x = 8x —ßy 

weiter wird O in sich selbst transformirt durch die Substitution 

\ y' = — y", 

WO k die ganze Zahl — bezeichnet; endlich geht 6r in JP" über, 
wenn man , 

/3>v 1 ^" = «^"' + /Sy'" 

\ y ^yx + dy 

setzt; F wird also in sich selbst transformirt, wenn man die 
Substitutionen (1), (2), (3), deren Determinanten beziehungs- 
weise + 1? -^ 1? + 1 sind, nach einander anwendet, oder 
durch die Substitution 

x = {ad + ßy + Jcyd) x" + (2ßd + Jcd^)y'" 

y = - (2ay + Jcy') x'' - {a8 + ßy + hyS)y'", 

und die Determinante dieser letzteren ist — 1. 

Beispiel. (2, 1, 7) verwandelt sich in (34, — 15, 7) durch 
die Substitution 

| = 3a; — j/, ri = — 2x + yy 

also wird (34, — 15, 7) in (2^ 1, 7) transformirt durch die 
Substitution 

x = x' + y\ y = 2^'-f3y'; 

(2, 1, 7) bleibt unverändert, wenn man 

/ ff i ff f ff 

X =^x -^y ^ y ^ — y 

setzt; endlich geht (2, 1, 7) in (34, — 15, 7) über durch die 
Substitution 

17* 



(4) 
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/p— Sa? — y,y= — 2a? +y; 

somit transformirt sich (34, — 15, 7) in sich selbst, wenn 



'/ I .jt 



{a? = X '\- y' {x' = a?" + y 
y = 2a:' + 3y', \y ^ - y", 



x" = 3a;'" — y" 
y" = - 2x'" + y\ 



oder direkt 



1 



y = %x"' - 3y"' 
gesetzt wird. 

§ 105« Beziehung der Darstellungen einer Zahl 
M durch eine Form (a, 6, c) zu den Wurzeln der Con- 
gruenz |*^6* — ac (mod.Jf). — Wenn den unbestimmten 
Grössen a;, y bestimmte Werthe m^ n beigelegt werden, so 
nimmt die Form (a, b, c) einen bestimmten Werth M an. 
Man sagt dann, die Zahl M werde durch die Form 
(a, by c) dargestellt, und zwar heisst die Darstellung eine 
eigentliche oder eine uneigentliche, je nachdem die Werthe 
m, n, die man für x, y setzt, prim zu*einander sind oder nicht 
Die Darstellungen einer Zahl M durch eine Form (a, b, c) 
stehen in einem interessanten Zusammenhange mit den Wur- 
zeln der Congruenz S^ ^ D (mod. Jf), wo D =^b^ — ac die 
Determinante der Form (a, b, c) ist, und dieser Zusammen- 
hang wird durch die folgenden Sätze ausgedrückt: 

Lehrsatz L Die Determinante D einer Form (a, &, 4 
durch welche eine eigentliche Darstellung einer Zahl 
M möglich ist, ist ein quadratischer Best von M. 

Beweis. Es seien m, n die Werthe, die man beziehungs- 
weise X, y beilegen muss, damit die Form (a, &, c) gleich M 
werde, also 

am^ + 2binn + cn^ = J^- 

Da nun m prim zu n ist, so lassen sich zwei ganze Zahlen 
ft, V bestimmen, welche der Bedingung 

^m + vn = 1 

genügen. Dann geht die leicht zu bestätigende Identität 

(am^ + 2bmn + cw*) («v* — 2bfiv + c/x*) 
= [(i{mb + wc) -— v(ma + w6)]^ — (b^ — ac) (fum + vfif 

über in 
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M{ai^ — 26|xi/ + cylF) 

= [ft(m6 + nc) —- v{ma + w6)p — (6^ — ac) . 

Es ist also 

[ft(m6 + wc) ~- v(w« + w6)]* ^6* — ac (mod. M) , 

d. h. 6^ — ac ist in der That quadratischer Rest von M. 

Dieser Satz liefert zugleich einen Ausdruck für die Wur- 
zeln der Congruenz 1^ ^V -— ac (mod. üf ), nämlich 

fi(m& + nc) — v{ma + wft) . 

Nun hat aber die Gleichung 

^w + ^w =■ 1 
unendlich viele Lösungen fi, Vj und jeder dieser Lösungen ent- 
spricht ein Werth jenes Ausdrucks. In welcher Beziehung 
diese letzteren zu einander stehen, sagt uns der folgende Satz: 

• Lehrsatz n. Eine jede eigentliche Darstellung 
ic = w, y = n einer Zahl M durch eine Form (a, ft, c) 
liefert, welche Werthe man auch für |x, v wählen mag, 
nur eine einzige Wurzel der Congruenz 

g« = 6« - ac (mod. Jf ) . 

Beweis. Es sei fum -{' vn =' 1 und zugleich 

fi'm + v'n = 1, 

so erhält man durch Elimination von m 

n{fi'v — fti/') = ft' — ft 

und durch Elimination von n 

m{fji,v' — ft'v) = 1/' — V , 

Wenn man nun die den Werthepaaren ^, v und fi\ v' ent- 
sprechenden Werthe des Ausdrucks, welcher die Wurzeln der 
Congruenz 5* ^ 6^ — ac (mod. M) darstellt, beziehungsweise 
mit t7, v' bezeichnet, also 

t^ s= ^ (mb + nc) — V (ma + nb) , 

v' = ft'(m6 + nc) — v' (ma -f- n6) 

setzt, so erhält man durch Subtraction 

v' — v = (^' — |x) {mb + nc) — (i/' — v) (ma -{- nb) 

oder bei Anwendung der oben für ft' — ^ und i/' — i/ gefun- 
denen Werthe 



262 
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v' — v^n^fi'v — fiv') (mh-^-nc) — m{p,v' — p,'v) (ma + nh) 
«= {fi'v — luv') (am* + 26ww + cn^) 

= ((l'v — /AI/') M* 

Es ist also wirklich 

v^v' (mod. M). 

Beispiel. Die Form (7, — 2, 3), deren Determinante — 17 

ist, nimmt den Werth 31 an, wenn man a; = 2, y = 3 setzt, 

und die Gleichung 

2ft + 3i/ = l 
hat die Lösungen 



f* 



— 1 



+ 2 



+ 5 +8 



V 



- 1 



— 3 



^5 



Da nun hier 

mb '\- nc = — 4 + 9 = 5, 
wa + w6 = 14 — 6 = 8 
ist, so erhält man 

= — 13, t;' = + 18, t;" = + 49, t;'" = + 80, ... 



V 



Alle diese Zahlen genügen der Congruenz 

5* = - 17 (mod. 31), 

aber da sie mod. 31 congruent sind , so haben wir sie als 
eine einzige Wurzel dieser Cougruenz anzusehen. 

Aufgabe. Es sei v^ der Werth, welchen der Ausdruck 

(1) fi(w6 + nc) — v{ma + nh) 

für eine bestimmte Lösung ftj, v^ der Gleichung 

ftm + i/w ==» 1 

annimmt, und v^ eine Zahl , welche = v^ (mod. JUT) ist. Man 
soll die Werthe fig, v^ von ft, v ermitteln, für welche der 
Ausdruck (1) gleich v^ wird. 

Lösung. Zur Bestimmung von ft^? ^a ^^^ ™^^ ^^^ b^i' 
den Gleichungen 

mft2 + wi/2 = l, - 

li^imh + nc) — v^{ma + nh) = Vg, 

aus denen durch Elimination von v. 



8 



li^\m{ma + w6) + w(m& + nc)] = ma + nft + nv^ 
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oder kürzer 

fi^M = ma + n6 + ^^2 > 
und durch Elimination von ^2 

V2\m{ma + nl) + n{mh + nc)] = mb -{' nc ^ mv<^ 

oder kürzer v^M = mb •■{' nc — mv^ folgt. 

Es ist also 

(i^M = ma + w6 + nv^ 

und ebenso natürlich 

(i^M = ma + w6 + wt;i , 
also 

^((^2 — f^l) = ^(^2 — Vi) 

oder 



^2 •== f*i + 



Jlf 



Auf dieselbe Weise erhält man durch Subtraction der bei- 
den Gleichungen 

v^M = mb •}- nc — mv^y 

v^M = mb •\' nc — mv^ 



für V2 den Werth 



Vq = Vi — 



wi(«?8 — t?i) 



'2 — -1 jlf 

Beispiel. Wir nehmen wieder die oben betrachtete Form 
(7, — 2, 3) und die Darstellung a: = 2, y = 3 der Zahl 31 
durch dieselbe. Für die Lösung ^^ = 5, v^ = — 3 der Glei- 
chung 2fA -|- 3v = 1 liefert der Ausdruck (1), da 

mb '\- nc =^ 6, ma + nft = 8 

ist, die Wurzel v^ = 49 der Congruenz 

a^ = —n (mod. 31) . 

Um die Werthe fig, Vg ^^ erhalten, welche die Wurzel 235 
derselben Congruenz liefern würden, haben wir nur 

^- 5 + l^i?§=:ü) =. 23, 

„ 2.(286 — 49) ,- 

V, 3 3j 15 

anzunehmen. 

Eine jede eigentliche Darstellung x ^^ mj y = n der Zahl 
M durch die Form (a, 6, c) entspricht also einer bestimmten 
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Wurzel V der Congruenz g* ^ 6* — ac (mod. üf) oder, wie 
wir dafür zuweilen auch sagen werden, einem bestimmten 
Werthe v des Ausdrucks j^ft* — ac (mod. M). Man sagt dann: 
diese Darstellung gehört zum Werthe v des Aus- 
drucks y&* — ac (mod. M). 

Hat man zwei eigentliche Darstellungen einer Zahl M 
durch eine Form (a, 6, c\ nämlich a? = w, y «= » und a; = #»', 
y SB n'^ ist also 

und zugleich 

|liW + ^w «= 1, 

fl t» + 1/ w =1, 

so liefert die erste Darstellung die Wurzel 

V ™ ii{mb + wc) — v(ma + w6) , 

die zweite die Wurzel 

t;' = ii\m'b + w'c) — i/'(m'a + nb) 

der Congruenz 5^ ^ ft^ — ac (mod. Jf ) , und es sind drei Fälle 
zu unterscheiden: 

Erstens kann für irgend ein Werthepaar fi,v und ii^end 
ein Werthepaar ii\ v' 

v^v (mod. M) 

sein. In diesem Falle besteht die Congruenz [da die Anwen- 
dung anderer passender Werthe von fi, v, resp. /tt', v doch 
zu denselben, d. h. mod. M congruenten Werthen von Vy resp. 
v' führt] für alle Werthe, die man ft, v, resp. fi', v' beilegen 
kann; beide Darstellungen gehören also zu demselben 

Werthe des Ausdrucks ]/6^ — ac (mod. Jlf). 

Wenn zweitens die Congruenz v ^ r' (mod. Jf ) für 
irgend ein Werthepaar fi, v und irgend ein Werthepaar ft', v 
nicht besteht, so kann sie überhaupt für keine Werthe statt- 
finden, die fi, v, resp. fi', v' beigelegt werden können; in die- 
sem Falle gehören die beiden Darstellungen zu ver- 
schiedenen Werthen von yW — ac (mod. M) . 

Wenn drittens v ^ — v (mod. Jtf ) ist, so gehören 
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beide Darstellungen zu entgegengesetzten Werthen 
Yon yi? — ac (mod. -M) . 

Beispiel. Die Form (4, 6, — 14), deren Determinante 
= 92 ist, nimmt den Werth 1106 an, wenn man 

1. a; = 20, j/ = 19 

2. a:«.28, y = 29 

3. Ä? = 13 , y = 5 

4. a; = — 28, y = 5 
setzt. Nun hat die Gleichung 

20 ft + 19v = 1 die Wurzeln ^ = 1, i; = — 

28ft + 29i/ = 1 „ „ ^ = — 1 , v = 

13ft+ 5i; = l „ „ ft= 2,«/ = — 

— 28/tt+ 5v = l „ „ f* = — 2, 1/ = - 11. 

Es gehören also unsere 4 Darstellungen von 1106 durch 
die Form (4, 6, — 14) beziehungsweise zu den Wurzeln 



1 
1 
5 



20.4 + 19.6) = + 48 

28.4 + 29.6) 48 

13.4+ 5.6) = + 426 
-28.4+ 5.6) = — 426 
. Die erste und die dritte 



t;i= ( 20.6 — 19.14) + 

^2 ( 28.6-29.14) — 

v^= 2( 13.6— 5.14)+ 5 
t;4 = — 2(-28.6— 5.14) + 11 

der Congruenz ^ ^ 92 (mod. 1106] 
Darstellung gehören also zu yerschiedenen, die erste und 
die zweite, wie auch die dritte und die vierte zu entgegen- 
gesetzten Werthen des Ausdrucks ]/92 (mod. 1106). 

§ 106, Darstellungen einer Zahl durch äquiva- 
lente Formen. — 

Lehrsatz I. Eine Zahlitflässt sich durch eine Form 
F mindestens ebenso oft darstellen, wie durch eine 
unter F enthaltene Form F. 

Beweis. Wenn die Form F durch die Substitution 

X = ax' + ^y' 

in F' übergeht und F' für a:' = w, y' = w gleich M wird, 

so nimmt offenbar auch F den Werth M an, wenn man 

X = am + /Jn, y = ym + 8n 
setzt. 



{ 
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Ebenso wird, wenn x = m\ y = n' eine zweite, Yon 
der ersten verschiedene Darstellung von M durch F' ist, auch 

X = am + /Sn', y = ym + <Jn' 

eine zweite Darstellung von M. durch F sein, und wir haben 
nur zu zeigen, dass diese letztere von der ersteren (d. i. 
X = am + i^w, y == ym + ^w) verschieden ist 
Wäre gleichzeitig 

am + /Jw = am' + /^w', 

ym + *w = y w' + dn' , 

so würde man durch Elimination von n 

m (ad — ßy) — m' (a* — ßy) 
und durch Elimination von m 

n {ad — /Jy) = n (ad — /3y) 
erhalten; es würden also die beiden Gleichungen 

(ad — ßy){m — m') = 0, 
(ad — ßy) (n - n') = 

bestehen, und da der Voraussetzung nach nicht gleichzeitig 
m = m\ n = n' sein soll, so müsste aö — ßy, also auch die 
Determinante von F' gleich Null sein. Solche Formen haben 
wir aber vorläufig ausdrücklich von der Betrachtung ausge- 
schlossen. Die Darstellungen der Zahl M durch die Form jF, 
welche den verschiedenen Darstellungen von M durch F' ent- 
sprechen, sind daher sämmtlich von einander verschieden, und 
somit lässt sich M durch F mindestens ebenso oft darstellen 
wie durch F\ 

Zusatz I. Eine Zahl M lässt sich durch die eine 
von zwei äquivalenten Formen genau so oft dar- 
stellen wie durch die andere, 

Zuzatz IL Sind F, F' zwei äquivalente Formen 
und 

x' '= m {x = am + ß^ 

und 






y =n ly = y^ + 

zwei einander entsprechende Darstellungen der Zahl 
J!f durch beziehungsweise F' und F, so ist der grösste 
gemeinschaftliche Divisor von m und n gleich dem 
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grossten gemeinschaftlichen Divisor von am -{- ßn 
und ym + Sn, 

Beweis. Ist d der grosste gemeinschaftliche Divisor von 
m und n^ so kann man nach § 24, VI zwei ganze Zahlen ft, 
V bestimmen, welche der Gleichung 

ftm -{- VW = (? 

genügen. Nun besteht die Identität 

(d^ — yv) {am + j^n) — (/Jfi — av) {ym + *w) 

«= {a8 — /Sy) (fim + ^w); 
und diese geht, da 

aS — i'y ■= + 1 ; f'W + ^^ = ^ 
ist, über in 

(dfi — yv) {am + /Sw) — (j3ft — av) (ym + Sn) = -f- d, 

woraus hervorgeht, dass der grosste gemeinschaftliche Divisor 
von am + ßn und ym + 8n auch in d aufgehen wird. Da 
nun aber d als grösster gemeinschaftlicher Divisor von m und 
n sowohl in am -(- /Sn, als auch in ym + dn aufgeht, so wird 
d selbst der grosste gemeinschaftliche Divisor von am -{- ßn 
und ym -f- <Jw sein. 

Wenn im Besonderen m prim zu n ist, so ist auch 
am + /Sn prim zu ym + ^w. 

Lehrsatz IL Es seien 

F = ax^ -j- 2hxy + cj/^, 

zwei äquivalente J^ormen der Determinante 2), und es 
möge F' in F durch die Substitution 

a;' = aa? -f. ßy 

y' = yx + Sy, 

deren Determinante ad — /Jy = £ = -j- 1 sei, über- 
gehen. Ist dann x^=^m, y = n eine eigentliche Dar- 
stellung einer Zahl M durch die Form F, somit 

x' = am + /Sw = m', y' = ym -|- dn = n' 

eine eigentliche Darstellung von M durch JP', so ge- 
hören beide Darstellungen zu demselben Werthe von 

]/D (mod. Jf) oder zu entgegengesetzten Werthen dieses 



I 
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Ausdrucks, je nachdem die Transformation von F' in 

F eine eigentliche oder eine uneigentliche, d. h. je 

nachdem « «= + 1 oder = — 1 ist. 

Beweis. Da der grösste gemeinschaftliche Divisor von m, 

n die Einheit ist; so lassen sich zwei ganze Zahlen ft, i/ so 

bestimmen, dass man 

fti» + vn «« 1 

hat; und die Identität des letzten Zusatzes geht über in 

B (d(i — yv) m — B {ß[i — av) n' =« + 1 
oder, wenn 

6 (dfi — yv) "= fi' , — « (ßii — av) «== v' 

gesetzt wird; in 

(i'm' 4" ^'W — 1. 

Nun gehört nach § 105 die Darstellung x = m, y =^ n zum 

Werthe 

v »= ft {mb + wc) — V {ma + nb) 

des Ausdrucks j/D (mod. M), und durch Einsetzung der in 
§ 98 (4) gegebenen Werthe von a^ J, c erhält man hieraus 

v = ^ {m \a'aß + V (ad + ßy) + c'yd] 

— V [m[a'a* + 2b' ay + c'y*] 

+ n[a'a/J + &'(«* + ßy) + cV<J]} . 

Ebenso gehört die Darstellung x' =» m'y y' «» n' zu dem 

Werthe 

v' = ft' {m'V + w'c') — 1/' {ma' + w'6'), 

und durch Einsetzung der für ft'; i/'; m\ n gegebenen Werthe 
verwandelt sich dieser Ausdruck in ev. Es ist also 

V' = fV; 

d. h. v' «= + 1; oder = — «^, je nachdem eigentliche oder un- 
eigentliche Aequivalenz stattfindet. 

Wenn es also mehrere zu verschiedenen Werthen von 
Yd (mod. M) gehörende eigentliche Darstellungen von M durch 
die Form {a, 6; c) giebt; so werden die entsprechenden Dar- 
stellungen durch die äquivalente Form {a\ b\ c) zu denselben 

Werthen von Y^ (niod. M) gehören; und wenn es für einen 

bestimmten Werth von Y^ (luod. M) keine eigentliche Dar- 
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Stellung von M durch eine Form giebt, so wird auch keine 
dieser äquiyalente Form eine zu diesem Werthe gehörende 
Darstellung liefern. 

Lehrsatz III. Ist or => m, y == n eine eigentliche Dar- 
stellung der (von Null verschiedenen) Zahl M durch 
die Form (a, &, c) und v der Werth von 

Yd = yi^ — ac (mod. M) , 
zu welchem diese Darstellung gehört^ so sind die 

beiden Formen (a, 6, c) und \My v, — ^ — ) eigentlich 

äquivalent. 

Beweis. Wenn wir wieder zwei ganze Zahlen (i, v be- 
stimmen, welche der Gleichung 

/im + i^ti = 1 
genügen, so ist 

t? = ft {hm + cn) — V (am + bn) . 

Nun verwandelt sich die Form (a, 6, c) durch die Sub- 
stitution 

X = mx' — vy' 

> 

y = nx + iiy\ 

da Wft + ^*' = + 1 ist, in eine eigentlich äquivalente Form 
(a', &', c'), und es ist nach § 98 (4) 

a = am^ + 2hmn + cn^ = M, 

6' ^ — amv + 6 {m(i — - ni/) + cwft 

= fi (hm + cw) — V {am + 6n) = v ; 

es soll aber auch 6'^ — a^c' = 2), also v* — Mc = Z) sein, 
und daraus folgt 

Die äquivalente Form, in welche (a, h, c) durch jene Sub- 
stitution transformirt wird, ist also 

(m, V, ^^) . 

Für die Zahlen fi, v erhält man übrigens durch Auf- 
lösung der beiden Gleichungen 

ftm -|- i/n =■ 1 , ft (6m -{- cn) — v {am + 6w) — « t? 
die Werthe 
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am + hnA-vn bm 4- cn — vm 
<* W^> " M ' 

und somit ist auch die Substitution vollständig bekannt. 

Ist o; =: m', y BS n' eine zweite, zu demselben Werthe i? 

von y D (mod. M) gehörende eigentliche Darstellung der Zahl 
M durch die Form (a, 6, c), so liefert die Substitution 

x^==m X — V y 

y = nx + iiy 
wo 

/ aw' + 6w' + »n' , bm' 4- cn' — vm' 

V' M ' " M 

ist, eine zweite (a, 6, c) äquivalente Form. 

Umgekehrt folgt aus jeder eigentlichen Transformation 
von F in eine äquivalente Form eine zu einem bestimmten 

Werthe v von y D (mod. M) gehörende Darstellung der Zahl 
M durch die Form F. Geht nämlich (a, ft, c) durch die Sub- 
stitution 

X = mx' — vy' 

y = nx' + ^y' ' 

deren Determinante + 1 ist, in die äquivalente Form F' über, 
so ist a? == m, y = w eine eigentliche Darstellung von M durch 

F, und der Werth von y^ (mod. M), zu welchem dieselbe 

gehört, ist 

V = [i (mb + nc) — v {ma + nb) . 

Wenn man also alle eigentlichen Transformationen von 

My Vy j^ ) hat, so ergeben 

sich daraus alle zu dem Werthe v von YD (mod. M) ge- 
hörenden Darstellungen der Zahl M durch die Form F, und 
somit ist die Ermittlung aller eigentlichen Darstellungen von 
M durch F darauf zurückgeführt, alle eigentlichen Transfor- 
mationen von F in eine gegebene äquivalente Form zu be- 
stimmen. Da wir nun in § 103 gelernt haben, wie man aus 
einer gegebenen Transformation alle mit derselben gleich- 
artigen Transformationen herleitet, so sind wir im Stande, 
aus einer Darstellung von M durch F alle zu demselben 
Werthe v gehörenden Darstellungen zu bilden. 

Ist nämlich x ^= x^, y = ^i eine zum Werthe v des 
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Ausdrucks ]/^ (mod. M) gehörende Darstellung der 
Zahl M durch die Form (a, h, c), deren Determinante 
D ist, und bezeichnet m den grossten gemeinschaft- 
lichen Divisor der Zahlen a, 26, c, so werden alle zu 
demselben Werthe v gehörenden Darstellungen durch 
die Formeln 



X = 



m 



^ m 

ausgedrückt, wo für t, u alle Lösungen der unbe- 
stimmten Gleichung f — Du^ == m^ zu setzen sind. 

Wenn G eine F äquivalente ambige Form ist, so ist G 

M, v, —j^—) äquivalent; somit sind die 

(1,2 2)\ 
Mf V, — jf~) sowohl eigentlich, als auch 

(^2 J)\ 
M, — V, j, ) eigentlich äquivalent; wir werden 

somit sowohl die zum Werthe v, als auch die zum Werthe 
— V gehörenden Darstellungen der Zahl M durch die Form 
F erhalten. 

Wenn man umgekehrt mehrere Darstellungen der Zahl M 
durch die Form F hat, welche zu entgegengesetzten Werthen 

v, — v des Ausdrucks |/^ (mod. M) gehören, so wird die 

My V, — ^^ ) sowohl eigentlich, als auch 

uneigentlich äquivalent sein; es wird sich also eine F äqui- 
valent« ambige Form G angeben lassen. 

Die Aufgabe, deren Lösung uns obliegt, ist die Ermitt- 
lung aller Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine ge- 
gebene Form. Wie sich die uneigentlichen Darstellungen aus 
den eigentlichen ergeben, werden wir weiter unten sehen. 
Vorläufig handelt es sich nur um eigentliche Darstellungen, 
und wir wollen uns nochmals vergegenwärtigen, wie weit uns 
unsere bisherigen Betrachtungen geführt haben: 

Es sei also eine Zahl M und eine Form jF= (a, 6, c), 
deren Determinante D ist, gegeben. Um zu sehen, ob M 
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durch F dargestellt werden kann, haben wir zunächst die 
Congruenz ^^D (mod. M) zu betrachten. Ist dieselbe un- 
möglich (d. h. D ein quadratischer Nichtrest von M)^ so giebt 
es keine Darstellung von M durch F, Ist dagegen v eine 
der Wurzeln dieser Congruenz, so haben wir die neue Form 

[My Vy — ^£~) ^u bilden und zu untersuchen , ob dieselbe F 

eigentlich äquivalent ist oder nicht. Findet keine Aequiya- 
lenz statt, so gehört zu v keine Darstellung. Sind aber beide 
Formen äquivalent, so haben wir eine eigentliche Transformation 

X ™ mx* — vy'y y = nx' + fty' 

My Vy — -M~) ^^ suchen, und es ist dann a; = m, 

y «=n eine erste zur Wurzel v gehörende Darstellung von M 
durch F. Die übrigen Darstellungen, die zu dieser Wurzel ge- 
hören, werden darauf durch die oben gegebenen Formeln geliefert 

Werden in dieser Weise der Reihe nach alle Wurzeln v 
der Congruenz |* ^ D (mod. M) behandelt, so erhalten wir 
nach und nach alle Darstellungen von M durch F. 

Da die Auflösung der rein quadratischen Congruenz 
I* ^ 2) (mod. JMl) im vorigen Kapitel ihre Erledigung ge- 
funden hat, so ist die Bestimmung aller eigentlichen Dar- 
stellungen einer gegebenen Zahl durch eine gegebene Form 
auf die Lösung der beiden folgenden Aufgaben zurückgeführt: 

1. zu untersuchen, ob zwei gegebene Formen Fy F' einer 
Determinante D = h^ — ac eigentlich äquivalent seien oder 
nicht, und im ersteren Falle eine eigentliche Transformation 
der einen in die andere zu finden; 

2. die Gleichung i^^ — Du^ = m^y in welcher m der grösste 
gemeinschaftliche Divisor der Zahlen a, 2b, c ist, in ganzen 
Zahlen aufzulösen und mittels dieser Lösungen alle Trans- 
formationen von JP in JF' zu bilden, welche mit der einen 
schon gefundenen Transformation gleichartig sind. 

Die Behandlung dieser beiden Aufgaben ist eine ganz 
verschiedene, je nachdem die Determinante D der gegebenen 
Form eine positive oder eine negative Zahl ist Wir werden 
im folgenden Kapitel den Gegenstand zunächst für negative 
Determinanten behandeln. 
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Quadratisclie Formen mit negativer Determinante.* 

§ 107. Reducirte Formen. — Bei einer Form (a, 6, c), 
deren Determinante V — ac eine negative Zahl ist, hat der 
erste Coefficient nothwendig dasselbe Zeichen wie der dritte. 
Wir wollen nun, wie schon früher, den absoluten Werth einer 
Zahl dadurch ausdrücken, dass wir die Zahl in eine eckige 
Klammer [] setzen. Wenn dann 

M ^ [«] ^ [26] 
ist, so nennt man die Form eine reducirte. Von dieser Art 
sind z. B. die Formen 

(±5, 2, +6), (+5, -2, +6), (+3, 1, ±3), 
(+3, -1, +3), (+4,2, +5), (+4, -2, +5). 

Lehrsatz. Für jede Form von negativer Deter- 
minante lässt sich eine derselben eigentlich äquiva- 
lente reducirte Form ermitteln. 

Beweis. Wenn die Form (a, 6, a^), deren Determinante 
— D ist (D bezeichnet also eine positive Zahl), nicht den 
Bedingungen einer reducirten Form entspricht, so nehmen wir 
den absolut kleinsten Rest von — 6 in Beziehung auf den 
Modul «i; dieser Rest sei \. Dann ist ft^ = — &, also 
\^ = l^ und \^ + B = V + B (mod. aj. Die Zahl y + D 
hat aber den Werth aa^'^ somit ist &i^ + D^aa^ = (mod. «j), 

oder es ist -^^^ — eine ganze Zahl, die wir Og nennen wollen. 

Bilden wir jetzt die neue Form (a^, 6^, «2), so ist dieselbe, 
weil 6 + 6i ^ (mod. aj ist, der gegebenen Form (a, 6, aj 
nach rechts benachbart, also sind beide Formen eigentlich 
äquivalent. Da ferner der absolut kleinste Rest einer Zahl 

Wertheim, Zahlentheoric. 18 



274 Neuntes Kapitel. 

für irgend einen Modul höchstens gleich der Hälfte dieses 
Moduls, also [6J ^ [^-«1] ist, so ist [aj ^ [26i]. Wenn daher 
auch noch [Ö2] ^ [^1] ist, so ist (a^, 61, a^) eine reducirte 
Form und der Satz bewiesen. 

Ist dagegen [o^] < [aj , so nehmen wir den absolut 
kleinsten Rest von — i^ für den Modul a^] wird dieser Rest 

6a genannt und * — = a^ gesetzt, so ergiebt sich leicht, 

dass 03 eine ganze Zahl ist. Wir bilden dann die dritte Form 
(a^, 1>2) o>s)f ^^^ diese ist der vorhergehenden, also auch der 
gegebenen eigentlich äquivalent. Ausserdem ist [aj ^ [262]. 
Wenn also noch [ög] ^ [ag] ist, so ist (a^, ftg; ^s) ^^^ redu- 
cirte Form und der Satz bewiesen. 

Ist aber [03] < [a^], so bilden wir auf die dargelegte Art 
eine vierte, darauf nothigenfalls eine fünfte Form und fahren 
in dieser Weise fort, bis wir zu einer Form gelangen, bei 
welcher der absolute Werth des letzten Coefficienten nicht 
kleiner als derjenige des ersten ist. Da [a^] < [a/J, [Og] < [ag], ..■ 
vorausgesetzt wird, so bilden die positiven ganzen Zahlen 

M, [«2]; M} '" 
eine abnehmende Reihe, und da eine solche nicht unbegrenzt 
sein kann, so müssen wir nach einer endlichen Reihe von 
Operationen zu einer Zahl a^+i gelangen, deren absoluter Werth 
nicht kleiner als derjenige der vorhergehenden Zahl am ist. 
Die Form (am, bm, «m+i) ist dann reducirt und der gegebenen 
Form (a, b, aj eigentlich äquivalent. 

Beispiele. I. Um eine der Form (248, 150, 175), deren 
Determinante — 3400 ist, äquivalente reducirte Form zu er- 
halten, nehmen wir den absolut kleinsten Rest von — 150 für 

den Modul 175: dieser Rest ist K = 25. Da nun ^^' tJ^^^ =23 

ist, so erhalten wir die neue Form (175, 25, 23), welche noch 
nicht reducirt ist, da 23 < 175 ist. Wir nehmen also weiter den 
absolut kleinsten Rest von — 25 für den Modul 23; dieser ist 

— 2, und da 7" = 148 ist, so erhalten wir die dritte 

Form (23, — 2, 148); diese ist reducirt 

IL (48, 15, 11), (11, — 4, 29) . [- D 303] 
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III. (121, 49, 20), (20, — 9, 5), (5,-1, 4), 

(4, 1, 5).[-2) 19J. 

IV. (75, 33, 26), (26, - 7, 35) . [— D = - 861]. 

V. (- 200, 100, - 51), (— 51, 2, — 4), 

(- 4, + 2, - 51) . [— D 200]. 

VI. (304, 217, 155), (155, - 62, 25), (25, 12, 7), (7, 2, 5), 

(5, -2, 7).[-D = — 31]. 

Anmerkung. Ist (a, b, c) eine reducirte Form, deren 
Determinante — D ist, so ist [26] ^ [a], also 46^ ^ o*. Es 
ist aber auch [a] ^ [c], also a* ^ ac und somit 46* ^ oc, 
folglich 36* ^ oc — 6*, d. i. 36» ^ D und 

■[6]^yp. 

Ferner ist ac = D -\- 6*, und da, wie wir eben gesehen haben, 
6* ^ -J^ 1) ist, so ist ae ^^D. Es ist aber a* ^ac, also auch 
a* ^ f D und 

§ 108. Ermittlung aller reducirten Formen einer 
gegebenen negativen Determinante. — Da die absoluten 
Werthe der Coefficienten a, b einer reducirten Form (a, b, c), 
wie wir eben gesehen haben, gewisse Grenzen nicht über- 
schreiten können, und da der Werth des dritten Coefficienten 
c bestimmt ist, sobald man die Determinante — D und a, b 
kennt, so ist die Anzahl der reducirten Formen, deren Deter- 
minante — D ist, eine endliche. 

Um alle diese Formen zu bestimmen, wählt man für b 
alle, sowohl positiven als negativen Zahlen, deren absoluter 

Werth nicht grösser als Y^D ist. Darauf zerlegt man jede 
Zahl 6^ + Z) auf alle möglichen Arten in zwei Factoren, von 
denen jedoch keine dem absoluten Werthe nach < [26] sein 
darf, und setzt, wenn die beiden Factoren ungleich sind, den- 
jenigen, welcher den kleineren absoluten Werth hat, gleich a, 
den anderen gleich c. Auf diese Weise erhält man alle re- 
ducirten Formen der Determinante — 2). 

Beispiele I. Für die Determinante — D «s — 48 ist 
y^D = 4; wir setzen also der Reihe nach 

& = 0, +1, +2, +3, +4. 

18* 
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Für diese Werthe ist b* -{- D beziehungsweise 

48 -= 1 • 48 — 2 • 24 = 3 • 16 = 4 . 12 == 6 • 8, 

49 = 7 . 7 , 
52 = 4-13, 

57 liefert keine brauchbare Zerlegung, 

64 — 8-8. 

Es ergeben sich also die 22 reducirten Formen 

(+ 1, 0, ± 48), (+ 2, 0, + 24), (+ 3, 0, ± 16), 

(+ 4, 0, + 12), (+ 6, 0, + 8), (± 7, 1, + 7), 

(± h-h± 7), (± 4, 2, ± 13), (+ 4, - 2, + 13), 
(+ 8, 4, + 8), (+ 8, -4, +8). 

n. Ffir die Determinante — 17 ist 2 < Y^B < 3; wir 
setzen also der Reihe nach 

b-=-0, ±1, ±2. 

Für diese Werthe ist 6* + 2) beziehungsweise 

17 = 1 . 17; 18 = 2 • 9 =. 3 • 6; 21 , 

welche Zahl keine brauchbare Zerlegung liefert Es ergeben 
sich also die 10 reducirten Formen 

(±1,0, ±17), (±2, 1, ±9),(+2, -1, ±9), 

(±3, 1, ±6),(±3, -1, ±6). 

III. — Z) = — 40. Reducirte Formen: 

(+1, 0, +40), (+2, 0, +20), (+4, 0, +10), 
(+5,0, +8), (+7, 3, +7), (+7, -3, +7). 

IV. — D = — 85. Reducirte Formen: 

(±1; 0, ±85), (+5, 0, +17), (±2, 1, +43), 
(+ 2, - 1, ± 43), (+ 10, 5, + 11), (+ 10, — 5, + 11). 

§ 109« Eigentliche Aequiyalenz zweier Formen 
einer negativen Determinante. — Es seien (a, 6, c) und 
(a', b\ c) zwei eigentlich äquivalente Formen der Deter- 
minante — 2), und zwar sollen zunächst beide Formen als 
reducirte vorausgesetzt werden. Die Substitution, durch welche 
(a, 6, c) in («', 6', c') transformirt wird, sei 

X = ax' + ßy' 
y = yx + 8y . 



{ 
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[Man beachte^ dass dadurch auch die inverse Substitution^ 
d. h. die Substitution, welche {a\ d*, ^) in (a, 6, c) trans- 
formirt, bestimmt ist]. Ohne dkj Allgemeinheit der Betrach- 
tung zu beeinträchtigen^ können wir ferner [a'] ^ [d\ voraus- 
setzen. Es ist nun nach § 98 

(1) a' = aa^ + 2hay + cy*, 

(2) V = aaß + &(«* + ßy) + cyd, 

(3) aS — ßy = + l. 

Aus (1) folgt durch Multiplication mit a 

aa' = c?a^ + 2a6ay + acy^ + 6^^ ~ &V 
oder, da 

ac — 6^ = + D 
ist, 

aa = {au + fey)^ + Dy^ . 

Diese Formel lehrt, dass a, a' dasselbe Zeichen haben, 

und da c dasselbe Zeichen wie a, c dasselbe Zeichen wie a 

hat, so sind die vier Zahlen a, a', c, c' sämmtlich positiv 
oder sämmtlich negativ. 

Da ferner jede der Zahlen a, a' ^ |/~q~; ^.Iso aa ^ — 

ist, so muss JD'fK—, also y*<f sein. Es ist also ent- 
weder y «= oder y = + 1. 

1. Fall. Es sei y = 0; dann folgt aus (3), dass 
atf = -f- 1, also a = d = + 1 ist, und aus (1) a' = aa^ = a. 
Ferner geht die Gleichung (2) über in 6' = aa/J + ^) ®s muss 
also h' — 6 durch a = a' theilbar sein. Nun ist [6'] < [^a'], 
also auch ^ [^a], und [6] ist ebenfalls ^ [^a], somit 

P>'-&]^[a], 
und da V — h durch a theilbar sein soD, so muss entweder 
J' — 6 = oder &' — 6 = a sein. 

Wenn V — 6 = 0, also 6' = 6 ist, so muss, da auch 
noch a' ^=^'a ist, c' = c sein. Beide Formen sind also iden- 
tisch, in welchem Falle sich die Aequivalenz von selbslT 

versteht 

Wenn dagegen V — 6 = a ist, so muss die eine der 

beiden Zahlen 6, 6' gleich -f- ^a, die andere gleich — ^a sein, 

da der absolute Werth einer jeden nicht grösser als \_\d\ 



k, 
«k 
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sein soll. Aus- der Gleichheit der Determinanten beider Formen 

ergiebt sich aucü in ' äieaem Falle c = c. Die Formen sind 

also \ 

(a, + ia, c) und , (a, + ^a, c)] 

beide Formen sind danach ambig und die eine der 
andern entgegengesetzt. 

2. Fall. Für y = + 1 liefert die Gleichung (1) 

a = ao? + 26a + c. 

Da wir nun [a'] ^ [a], also auch [a'J < [c] voraussetzen, 
so kann diese Gleichung nur bestehen, wenn 

aa^ + 26a<0 oder ^0 

ist, je nachdem a', c positive oder negative Zahlen sind. Da 
aber [26] ^ [a] und [a] ^ a^, also [26a] ^ lao?'^ ist, so kann 
ao? + 26a für ein positives a ebenso wenig negativ, wie für 
ein negatives a positiv sein. Es ist daher 

aa2 4:26a==0, 

und dann folgt aus dem für a gefundenen Werthe, dass a = c 
ist. Da nun [a] < [a], [a] ^ [c] ist, so muss 

a = a' :== c 

sein. Mit Rücksicht hierauf geht (1) über in die schon oben 
erhaltene Formel 

aa^ + 26a = oder a (aa + 26) = 0. 

Da [a] > [26] ist, so darf, wenn diese Gleichung bestehen soll, 
[a] nicht > 1 angenommen werden. Es ist also entweder 
a SS oder a = + !• 

Wenn erstens a = ist, so folgt aus (3) ßy = — 1 

und sodann aus (2) 

b' = — b±cd. 

Es ist also 6' + 6 = + ctf durch c = a theilbar, und dann 
ergiebt sich, ganz wie im 1. Falle, dass entweder 

6' = 6 = + ia oder 6' = - 6 

ist. Beide Formen sind also entweder identisch [jede (a, ^a, a)] 
oder entgegengesetzt (a, 6, a), (a, — 6, a). 

Ist dagegen zweitens « = + 1> so folgt aus (1) 

a + 26 = 0. 
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Es ist also + 26 = a = a', und dann liefert die Gleichung (2) 

b' =a (aß + yd) + b (ad + ßy) 

oder, wenn ad durch 1 + )Sy ersetzt wird, 

6' = a (aß + yd) + 6 (1 + 2ßy), 

V — b='a(aß + yd) + 2bßy = a (c.ß + yd + ßy) . 

Es ist also 6' — b durch a theilbar, und dann ergiebt sich 
wie oben, dass entweder b' = 6, also beide Formen identisch, 
oder 6' = — 6 und zugleich 6 = + ^a, 6' = + -J^a, also 
beide Formen entgegengesetzt und zugleich ambig sind. 

Wir sehen somit, dass zwei nicht identische reducirte 
Formen einer negativen Determinante nur in den beiden fol- 
genden Fällen eigentlich äquivalent sind: 

1. Beide Formen sind entgegengesetzt und zugleich ambig, 
also (a, ^a, c), (a, — \a, c). 

2. Beide Formen sind entgegengesetzt und haben als ersten 
und dritten Coefficienten die nämliche Zahl, also (a, 6, a), 
(a, — 6, a). 

Es ist jetzt leicht zu entscheiden, ob zwei beliebige 
Formen F^ F' derselben negativen Determinante eigentlich 
äquivalent sind oder nicht Wir ermitteln nach dem oben 
dargelegten Verfahren zwei reducirte Formen /*, f\ welche 
beziehungsweise F, F äquivalent sind. Sind diese reducirten 
Formen identisch oder eigentlich äquivalent, so sind auch die 
vorgelegten Formen äquivalent, sonst nicht. 

Beispiele. I. Sind die Formen (37, 53, 78), (53, 73, 102) 
der Determinante — 77 äquivalent? 

(37, 53, 78), (78, 25, 9), (9, 2, 9). 

(53, 73, 102), (102, 29, 9), (9, - 2, 9) . 

Da (9, 2, 9) und (9, — 2, 9) äquivalent sind, so sind es auch 
die vorgelegten Formen. 

IL Sind die Formen (23, 38, 63), (15, 20, 27) der Deter- 
minante — 5 äquivalent? 

(23, 38, 63), (63, 25, 10), (10, 5, 3), (3, 1, 2), (2, 1, 3) . 

(15,20, 27), (27, 7, 2), (2, 1,3). 

Da die reducirten Formen identisch sind, so sind die vor- 
gelegten Formen äquivalent. 
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IIL Die Formen (5, 14, 41),_(10, 11, 13) der Deter- 
minante — 9 sind nicht äquivalent, denn 

(5, 14, 41), (41, - 14, 5), (5, - 1, 2), (2, 1, 5); 
aber 

(10, 11, 13), (13, 2, 1), (1, 0, 9). 

§ 110. Transformation einer gegebenen Form 
einer negativen Determinante in eine gegebene äqui- 
valente Form. — Es sind zwei äquivalente Formen 
(-4, jB, A^y (a, 6, aj derselben Determinante — D gegeben, 
und es soll eine eigentliche Substitution ermittelt werden, 
welche die erste in die zweite überführt. Zu diesem Zwecke 
bilden wir auf die in § 107 dargelegte Weise die Reihe der 
Formen 

yA.y />, Aj), \Aiy Jj^y ^2)? * ' '> {^711—1} -^«t— 1; -^mjj (-^TW; -t>mf -o-m-fl)? 

von denen die letzte reducirt ist. Ebenso bilden wir, mit der 
zweiten Form beginnend, die Reihe 

deren letztes Glied eine reducirte Form ist. 

Da die gegebenen Formen äquivalent sind; so müssen die 
reducirten Formen (-4^, JB^; -4m+i)j (ein, in» «»+i) entweder 
identisch, oder entgegengesetzt und zugleich ambig, oder 
entgegengesetzt und zugleich so beschaffen sein, dass 

ist. 

In den beiden ersten Fällen ist die vorletzte Form der 

ersten Reihe, nämlich (-4,„-i, Bm— i; Am) der Form 

(a«, — hn—i, ««— i) 
nach links benachbart; denn in beiden Fällen ist zunächst 
Am = a«. Ferner ist nach der Bildungsweise der Formen 

Bm-i ^ — Bm (mod. Am) und 6«-i ^ — 6« (mod. a» = Ai); 
also 

Bfn^l — bnr^i ^In— Bm (mod. Am)\ 

die rfechte Seite dieser Congruenz ist aber im ersten Falle 
^ 0, da dann 6» = Bm ist, und im zweiten Falle ebenfalls 
^ (mod. An^j da dann Bm = + -i- ^m? 6n = — -J- Am, also 
hn — Bm = — Am ist. lu beiden Fällen sind also die ge- 
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nannten Formen benachbart^ und somit ist jede Form der 
Reihe 

{Äf By A^y {A^j B^y -ig), ..., (-4^—1, -Bfii— 1, Aft^y (ttn, — 6»— 1, «n— i), 

der folgenden nach links benachbart. 

Eine Reihe von derselben Beschaffenheit ist 

\Ay Jjy'A^), i^Aiy X>j, ^2/) *'•} (^Afny Bfn) Am-^l)f (fln} ^n— i, a«— i) , 

(a„_l, 6n~2, «n-2), . . ., («1; — 6, «); (»; &, «i) , 

wenn die beiden erhaltenen reducirten Formen entgegengesetzt 
sind und zugleich Am = -4^+1 ==«»== a„+i ist. 

In jedem Falle ist also die Ermittlung einer Substitution^ 
durch welche die eine von zwei gegebenen äquivalenten Formen 
der nämlichen negativen Determinante in die andere über- 
geführt wird, zurückgeführt auf die Transformation der ersten 
Form einer Reihe von benachbarten Formen in ein beliebiges 
anderes Glied dieser Reihe, und diese Aufgabe soll uns jetzt 
beschäftigen. 

Die Reihe der benachbarten Formen sei 

TP TP TP TP TP 

J7 y J^ ly •*■ 27 • • •; -*^*7 • • •? "^^ 

oder 

(a, 6, a^y (ai, \y Og), {a^, &2> 0^3), . . ., (a^, 6^, o>k+i), . . ., 

und die unbestimmten Grossen sollen beziehungsweise durch 

•^> y\ ^1? yi5 •^2 7 ^2? • • '5 *^*7 y*7 • • •) '^w»? y»» 

bezeichnet werden. Ferner nehmen wir an, F gehe über in 
JP\ durch die Substitution x ^= a^öo^ + /'lyi; J/ = ^i^i + <^iyi 



^» 


V 


>; 


77 


X = aja;, + ß^y^, y — y^aJä + d^y^ 


2^* 

• 






77 


X = «i«* + ßkyk , y — ykXk + ^»y* 



Danach wird F in JFV-i transformirt, wenn man 

setzt; nach § 101 geht aber Fjt-i in JPjfc durch die Sub- 
stitution 



{; 
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jfk^i = Xk + hkifk 

über^ wo der Kürze wegen 

, h^, + h, 
hk = 

geschrieben ist. Somit verwandelt sich F in Fk durch die 
Substitution 

, y = yk^i (— j/a) + d*-i (ic* + hkPk) 
oder, was dasselbe ist, 

y = ^k^iXk + (Äjb^A:-! — - y*-i)y*. 
Nach unserer Voraussetzung ist aber 

X = akXk + ßkVk , y == n^* + Skyk 
die Substitution, welche i^ in Fk transformirt; somit ist all- 
gemein 

{ CCk =^ ßk-l 

ßk = Äjfc /Jjt_i — ak—x 

yk = **-i 

Sk = Äa **-! — yk—i . 

Da ajfc_i = ßk^2 und y;fc_i = ^^^2 ist (nach der ersten 
und dritten dieser Formeln), so lassen sich die Formeln, welche 
die Werthe von ßk, dk liefern, auch folgendermassen schreiben: 

ßk = hßk—l — ßk-^y 

Sk = J^k^k—l — Sk—i . 

Da nach § 101 

«1=0, /3i = — 1, yi = l, *i = A, 
ist, und da die Zahlen h durch die Formeln 



», - *4^, 



a. 






a, 



bestimmt sind, so enthalten obige Formeln die Losung der 
gestellten Aufgabe. 

Was die Anwendung derselben betrifft, so verfahrt man 
zweckmässig auf folgende Weise: 
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Man schreibt die Zahlen Äj, Äg, \, ... in eine Horizon- 
tallinie; unter \ setzt man a^ = 0, unter \ ebenso ft = — 1. 
Darauf multiplicirt man \ mit /Sj, zieht vom Produkt die 
vorhergehende Zahl (in diesem Falle a^ = 0) ab und schreibt 
den Rest unter \. So fährt man fort. Man multiplicirt je- 
des h mit der darunter stehenden Zahl, zieht die vorhergehende 
Zahl vom Produkt ab und schreibt den Rest daneben. In die 
folgende Horizontallinie setzt man ebenso yi = 1 unter \, 
^1 = \ unter Äg und verfahrt genau wie in der vorhergehen- 
den Horizontallinie. Auf diese Weise kommt zuletzt at unter 
hk und yk unter «^ zu stehen ; ferner wird sich ßk neben (rechts 
von) ttk und dk neben yk befinden. 

Beispiele. I. Die Formen (23, 38, 63), (15, 20, 27) der 
Determinante — 5 sind äquivalent; man soll die erste in die 
zweite transformiren. Die erste Form liefert die Reihe 

(23, 38, 63), (63, 25, 10), (10, 6, 3), (3, 1, 2), (2, 1, 3), 

die zweite die Reihe 

(16, 20, 27), (27, 7, 2), (2, 1, 3). 

Die Endglieder beider Beihen sind identisch; wir bilden also 
die Reihe der benachbarten Formen 

(23, 38, 63), (63, 25, 10), (10, 5, 3), (3, 1, 2), 

(2, - 7, 27) , (27, - 20, 15) , (15, 20, 27) 

und transformiren die erste in die letzte. 

Es ist hier 



, 38 + 25 , 



63 



h.= '-^±-' = S, 



"2 



10 



h = ^-±-^ = 2 



■L 1 — 7 or — 7-20 ., 



•^4 

also 



27 



-20 + 20 _ 
16 ~^' 



fei — 1 


Ä,=.3 


\ = 2 


K— 3 


Ä5=-l 


h-0 







1 


-3 


-5 


18 


-13 


18 


1 


1 


2 


3 


-11 


8 


+ 11 



Die gesuchte Substitution ist demnach 

X = - 13a;' — 18^^' 
y= 8a?'-f Uy'. 



(; 
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IL Eine eigentliche Transformation der Form (3, 
in die äquivalente Form (59, 28, 14) zu ermitteln. 
Die erste Form liefert die Reihe 

(3, -3, 17), (17,3,3), (3,0,14),. 

die zweite die Reihe 

(59,28, 14), (14,0,3), (3,0, 14). 

Wir haben also die erste Form der Reihe 

(3, - 3, 17) , (17, 3, 3) , (3, 0, 14) , 
(14, - 28, 59) , (59, 28, 14) 

in die letzte zu transformiren. Es ergiebt sich 



3,17) 



Äi=0 


Äj = l 


A3 2 


A4 — 







- 1 


— 1 


3 


1 


1 





1 


2 


1. 



Die gesuchte Substitution ist also 

X = 5x' + y' 

< 

y = 2x' + y . 

yVeim die Formen (A, B, A^ und (a, 6, aj uneigentlieh 
äquivalent sind, so sind (-4, B, A^ und (a, — 6, a^ eigent- 
lich äquivalent. Wir können also eine eigentliche Substitution 

X == ax' + ßy' 

y = y^' + *y' 

ermitteln, welche (-4, JB, A^ in (a, — 6, aj transformirt. 
Dann geht aber durch die Substitution 

X = ax — ßy 

y = yx' — 8y 

offenbar {A, B, A^) in (a, 6, a^) über. Diese letztere Sub- 
stitution ist eine uneigentliche; denn da ^ 

ad — /Jy = + 1 
sein soll, so ist 

— a* + /3y = — 1. 

Wenn demnach zwei uneigentlich äquivalente Formen ge- 
geben sind, so lässt sich eine uneigentliche Substitution er- 
mitteln, welche die eine in die andere transformirt^ und wenn 
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die gegebenen Formen sowohl eigentlich^ als auch uneigent- 
lich äquivalent sind^ so kann man eine eigentliche und auch 
eine uneigentliche Transformation der einen in die andere be- 
stimmen. 

Beispiel. Die Formen (18, 32, 57) und (17, — 24, 34) 
der Determinante — 2 sind auf beide Arten äquivalent. Wenn 
wir eine eigentliche Transformation der ersten in die zweite 
suchen, so fährt das oben dargelegte Verfahren zu der Reihe 
der benachbarten Formen 

(18, 32, 57), (57, 25, 11), (11, - 3, 1), (1, - 1, 3), 

(3, 10, 34), (34, 24, 17), (17, - 24, 34). 

Es ergiebt sich also 



\ — l 


h-2 


A3 4 


A4 = 3 


h,-l 


Ae-0 







— 1 


2 


9 


29 


20 


— 29 


1 


1 


1 


— 5 


16 


11 


16 



und die gesuchte eigentliche Substitution ist 

(X = 20a;' — 29j/' 

\y lW + 16y\ 

Um zweitens eine uneigentliche Transformation von 
(18, 32, 57) in (17, — 24, 34) zu erhalten, ermitteln wir eine 
eigentliche Transformation von (18, 32, 57) in (17, 24, 34). Wir 
erhalten die Keihe der benachbarten Formen 

(18,32,67), (57,25,11), (11,-3,1), (1,1,3), 

(3, - 10, 34) , (34, - 24, 17) , (17, 24, 34) , 

und daraus ergiebt sich 



\ — l 


Ä, = 2 


Äs 2 


h^ 3 


h, 1 


\=o 







— 1 


-2 


5 


-13 


8 


13 


1 


1 


1 


-3 


8 


5 


8. 



(18, 32, 57) wird also in (17, 24, 34) durch die eigentliche 

Substitution 

:r= 8a;'+13j/' 

y = — 5a;' — 8y' 
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und somit in (17, — 24, 34) durch die nneigentliclie Sub 

stitution 

X = 8a?' — 13y' 

y = - 5a;' + 8y' 
transformirt. 

§ 111. Auflösung der PelTschen Gleichung und 
Darstellungen einer Zahl durch eine Form. — Nach- 
dem wir eine eigentliche Transformation der gegebenen Form 
F == (a, &, c) in die äquivalente Form F' erhalten haben, 
müssen wir, um alle übrigen gleichartigen Substitutionen, 
welche F in F' überführen, zu ermitteln, die Gleichung 

t^ — (6* — ac)u^ = m^y 

in welcher m den grossten gemeinschaftlichen Divisor von a^ 
2h y c bezeichnet, in ganzen Zahlen auflösen. Wenn wir die 
Determinante der Form F mit — D bezeichnen, so ist D eine 
positive Zahl, und die Gleichung geht über in 

(1) t^ + Du^ = m\ 

Nun ist 

4D = 4ac — (26)^ 
also 

4^ 4ac __ /25\2 

m* m* Im)' 

und da m in a, 26, c aufgeht, so wird — ^ eine ganze Zahl 

sein. Wenn nun 

4Z) 
1. — g^>4, also D>m^ ist, so hat die Gleichung (1) 

offenbar nur die beiden Lösungen ^ = + m , m = . Ist 



2. 



4I> 



m' 



= 4 , also D ^= m^ ^ so erhalten wir die 4 



Lösungen 



t 


m 


— m 








u 








1 


— 1 


4.D 


C% 1 


Ä Trv 


n. O 


• 



3. Wenn — =- = 3, also 4Z) = 3m* ist, so muss m eine 
gerade Zahl sein, und wir erhalten die 6 Lösungen 



t 


m 


— m 


^m 


ij-m 


i>» 


— \m 


n 








1 


1 


1 


— l 



m 
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4. Wenn — ^ = 2, d. h. -^ = 2 4- (— ) ist, so wird 

Q^ = - 2 = 2 (mod. 4) 

sein. Da aber keine Quadratzahl, durch 4 dividirt, den Rest 
2 giebt, so ist dieser Fall unmöglich. Ebenso wenig kann 

5. — ö- = 1 sein: denn dann müsste 

m ' 

sein, welche Congruenz ebenfalls unmöglich ist. 

Da nun D weder = noch negativ sein kann, so sind 
hiermit alle Fälle erschöpft. 

Wenn also F == (a, b, c) durch die Substitution 

r - (M, ., '^ 

übergeht und — ^ > 4 ist , so ist 

a; = — ax' — ßy' 
y^ — yx' — dy' 

die einzige gleichartige Substitution, die es giebt, und es ge- 
hören somit zur . Wurzel v der Congruenz 

|2 = _ 2) (mod. M) 
nur die beiden eigentlichen Darstellungen 

x=^ + a, y == + y 

der Zahl M durch die Form (a, 6, c). 

Wenn zweitens — s- == 4 ist, so erhalten wir ausser den 
beiden genannten noch zwei Transformationen, nämlich 

y = + 1 («« + &y)«' ± i- i^ß + ^S)y', 

also noch zwei weitere zur Wurzel v gehörende eigentliche 
Darstellungen, nämlich 
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x = + — {ba + cy) 



Wenn endlich 



4.D 



m 



m' 



3 ist; so giebt es 6 gleichartige 



Transformationen von F in Fy nämlich ausser den beiden far 
den ersten Fall geltenden noch 

y = [+ i y + -^ («« + &y)] x' 



und 

« = [± i« ± -J- (&« + cy)] «' 
y= \±^r+ ~{a« + ?>y)]«' 

denen die vier weiteren, zu v gehörigen eigentlichen Dar- 
stellungen 



und 



y==±^y±~^(aa + hy) 



x^±^a±~(ba + cy) 

entsprechen. 

Beispiel. Es soll die Primzahl 227 durch die Form 
(3, — 3, 17); deren Determinante — 42 ist, dargestellt 
werden. 

Die Congruenz |^ ^ — 42 (mod. 227) hat die beiden 
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Wurzeln + 66. Wir nehmen zuerst v = + 56 und unter- 
suchen, ob die gegebene Form äquir ^lent 

56« + 42 



^227 , 56 , 



227 



=") 



ist. Wir erhalten die beiden Reihen 

(3, - 3, 17) , (17, 3, 3) , (3, 0, 14) , 
(227, 56, 14) , (14, 0, 3) , (3, 0, 14) . 

Da die erhaltenen reducirten Formen identisch sind, so findet 
eigentliche Aequivalenz statt, und um eine Transformation zu 
ermitteln, bilden wir die Reihe der benachbarten Formen 

(3,-3, 17), (17,3,3), (3,0, 14), 

(14, — 56, 227) , (227, 56, 14) . 

Es ergiebt sich 



Ä, — 


h-l 


K 4 


A4 — 







— 1 


1 


5 


1 


1 





1 


4 


1. 



Wir erhalten also die Substitution 

x = 5x' + y', y = 4x+y\ 

Da nun m = 1, D = 42, also — ä- > 4 ist, so sind 

die einzigen zur Wurzel + 56 gehörenden .eigentlichen Dar- 
stellungen der Zahl 227 durch die Form (3, — 3, 17). 

Die Ermittlung der zu v = — 56 gehörenden eigent- 
lichen Darstellungen führt zu der Reihe 

(3, -3, 17), (17,3,3), (3,0, 14), 

(14, 56, 227), (227, —56, 14). 

Es ist also 



Ä, =0 


K-1 


A3 -4 


Ä4 = 







- 1 


1 


-3 


1 


1 





- 1 


4 


1, 



Wertheim, Zahlentheorie. 
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und die so bestimmten Substitutionen liefern die beiden Dar- 
stellungen X = + 3^ ysdfe4-4 

Aufgabe. Alle eigentlichen Darstellungen der Zahl 205 
durch die Form (5, — 5, 30) zu ermitteln. 

und 

x = ±7, y = ±l]. 

üneigentliche Darstellungen. — Wir setzen jetzt 
voraus , eine Zahl M sei durch eine Form F = (a, b, c) ver- 
mittels solcher Werthe x^^ y^ dargestellt, die nicht prim za 
einander sind, und zwar sei (Ui^mJ, yi=wi^, wo m der 
grösste gemeinschaftliche Divisor von x^ und y^ ist, so dass 
also S, 1] relative Primzahlen sind. Dann geht die Gleichung 

J!f = ax^ + 2'bx^y^ + cy^ 
über in 

M= m\al^ + 2Hri + cf)-, 

also ist M durch m^ theilbar, und es ist 

M 
eine eigentliche Darstellung der Zahl — g durch die Form 

(a, 6, c). 

Wenn demnach M durch keine Quadratzahl theilbar ist, 
so giebt es auch keine uneigentlichen Darstellungen die- 
ser Zahl. 

Wenn dagegen M einen oder mehrere quadratische Pac- 
toren, z. B. m*, n^, . . . , enthält, so bestimmen wir nach dem 

Früheren die eigentlichen Darstellungen der Zahl — j durch 

die Form F. Werden die für die unbestimmten Grössen er- 
haltenen Werthe mit m multiplicirt, so erhält man diejenigen 
Darstellungen von M durch JP, bei welchen die Werthe von 
Xj y den grossten gemeinschaftlichen Divisor m haben. 

Ebenso suchen wir weiter die eigentlichen Darstellungen 

der Zahl ~j durch F und multipliciren die für rr, y erhalte- 
nen Werthe mit w, u. s. w. 
Danach sind z. B. 

fa: = + 10 ^ (a; = + 6 

— und { 

ly = ± 8 ly- + 8 



Quadratische Formen mit negativer Determinante. 291 

die uneigentlichen Darstellungen der Zahl 908 == 4 . 227 durch 
die Form (3, — 3, 17). [Da die Congruenz 

|2 = _ 42 (mod. 908) 

unmöglich ist, so giebt es keine eigentliche Darstellung von 
908 durch (3, - 3, 17)] . 

§113. Darstellung der Zahlen als Summe zweier 
Quadrate. — Um die erhaltenen Resultate anzuwenden, be- 
handeln wir die Zerlegung der Zahlen in zwei Quadrate. Da- 
bei beschränken wir uns der Einfachheit halber auf ungerade 
Zahlen und auf solche Zerlegungen o^ + y^, bei denen x und 
y prim zu einander sind. Da die Form JP ==s a;^ -|- j^^ die 
Determinante — 1 hat, so muss, wenn eine Zahl M durch F 
darstellbar sein soll, — 1 quadratischer Rest von M. sein. 
Wenn also M eine Primzahl ist, so muss diese die Form 
4n + 1 haben, und wenn die Zahl Jf zusammengesetzt ist, 
so muss jeder ihrer Primfactoren von der Form 4w + 1 sein. 
Ist diese Bedingung erfüllt, so ist die Congruenz 

5^ = — 1 (mod. JT) 

immer möglich und hat 2* Wurzeln + ^; i^'?»"? wenn h 
die Anzahl der verschiedenen in M. enthaltenen ungeraden 
Primzahlen bezeichnet. 

Um nun die zur Wurzel v gehörenden Darstellungen von 
3f zu erhalten , bilden wir die Form 

Da ^ = (1, 0, 1) die einzige reducirte Form der Determinante 
— 1 ist, so ist F jedenfalls äquivalent F und somit die Dar- 
stellung möglich. Um dieselbe zu ermitteln, transformiren 
wir F in F\ Geschieht das durch die Substitution 

X •= ax + /3y' 

so sind a? = 4:«; y = iby ^^®^ ^^^ Werthe v des Aus- 
drucks y — 1 (mod. Jkf) gehörende Darstellungen. Da aber hier 

w = 1 , Z) = 1 , also — e =4 ist , so sind noch zwei weitere 

zu V gehörende Darstellungen, nämlich 

^ = + y; 2/ = + « 

19* 
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vorhanden. Es giebt also 4 zur Wurzel v gehörende Darstel- 
lungen. 

Die zum entgegengesetzten Werthe — - v gehörenden Dar- 
stellungen führen zu der Form 



r-.(M.-,,'-l±l) 



die gleichfalls F äquivalent sein wird. Da nun die Transfor- 
mation von F in F" offenbar durch die Substitution 

y = — ya;' + Sy' 

erfolgt, so erhalten wir die vier zu — v gehörenden Darstel- 
lungen 



I 



= + «. 



< 

Diese 8 verschiedenen Darstellungen von M durch F, die zu 
den Wurzeln + v der Congruenz 

I* = — 1 (mod. M) 

gehören, liefern aber nur eine Zerfällung von M in zwei Qua- 
drate, wenn man bloss die Grösse dieser Quadrate, nicht ihre 
Reihenfolge und die Vorzeichen ihrer Wurzeln berücksichtigt. 
Wenn M eine Primzahl ist, so hat die Congruenz 

|2 = - 1 (mod. M) 

keine Wurzeln ausser + V] somit sind in diesem Falle auch 
nur die 8 angegebenen Darstellungen von M durch die Form 
(1, 0, 1) möglich, und wir gelangen zu dem berühmten (von 
Fermat gefundenen, aber erst von Euler in den Nov. Comm. 
Petrop. V bewiesenen) Satze: 

Jede (positive) Primzahl von der Form 4w -|- 1 
lässt sich, und zwar nur auf eine Weise, als Summe 
zweier Quadrate darstellen. 

Wenn M noch einen zweiten Primfactor (der auch die 
Form 4w -|- 1 haben muss) enthält, so hat die Congruenz 

noch ein zweites Paar entgegengesetzter Wurzeln + v\ welche 
eine zweite Zerlegung von M in zwei Quadrate liefern. 
Enthält M 3 Primfactoren, so hat die Congruenz 
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1^ = ~ 1 (mod. Jf ) , 

wie wir oben gesehen haben^ 2* Wurzeln, also 2^ Paare ent- 
gegengesetzter Wurzeln, so dass sich 4 Zerlegungen von M 
ergeben. 

Wenn M allgemein Tc ungleiche Primfactoren enthält, so 
hat die Congruenz ^^ — 1 (mod. M) nach § 80 2* Wurzeln, 
also 2*"~^ Paare entgegengesetzter Wurzeln; folglich lässt sich 
M auf 2*""^ Arten als Summe zweier Quadrate darstellen. 
[Vergleiche auch § 37 und 83]. 

Beispiele. I. Es sei M = 653. Die Congruenz 

g^ = - 1 (mod. 653) 
hat die Wurzeln + 149, und wir müssen eine reducirte Form 

suchen, welche ^653, 149, — ^53 = 34j äquivalent ist. 

(653, 149, 34), (34, — 13, 5), (5, - 2, 1), (1, 0, 1). 

Wir haben also das erste Glied der Reihe 

(1,0, 1), (1,2,5), (5, 13,34), 
(34, — 149, 653) , (653, 149, 34) 

in das letzte zu transformiren. Es ergiebt sich 



\ — 2 


Äg-3 


As 4 


\-o 







1 


3 


13 


3 


1 


2 


5 


22 


-5 



und somit ist 

653 = 13« + 22^ 

n. Jlf = 85 = 5 . 17 . 

Die Congruenz |* ^ — 1 (mod. 85) hat die vier, Wur- 
zeln ±lä> ±38. 

1. (85, 13, 2), (2, 1, 1), (1, 0, 1). 

(1, 0, 1), (1, - 1, 2), (2, - 13, 85), (85, 13, 2). 



Äi=- 1 


K--! 


h-0 







— 1 


■ 7 


1 


1 


1 


6 


1 



DarsteUung: 85 = 7« + 6*. 
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2. (85, 38, 17) , (17, - 4, 1) , (1, 0, 1) . 
(1, 0, 1), (1, 4, 17), (17, -38, 85), (85, 38, 17), 



Äi=4 


Ä, = 2 


A, = 







- 1 


2 


1 


1 


4 


- 9 


— 4 



Darstellung: 85 = 2* + 9». 

m. Jlf = 13949 = 13 . 29 . 37 . 

Die Congruenz S» S — 1 (mod. 13949) hat die 8 Wur- 
zeln + 1955, + 2917 , + 4594, + 5556 . 

1. (13949, 1955, 274), (274, —37, 5), 

(5, 2, 1), (1, 0, 1). 

(1, 0, 1), (1, —2, 5), (5, 37, 274), (274, — 1955, 13949), 

(13949, 1955, 274). 



Äi = -2 


Äs, = 7 


h 7 


A4 = 







- 1 


7 


50 


7 


1 


— 2 


- 15 


107 


15 



Darstellung: 13949 = 50» + 107*. 

2, (13949, 2917, 610), (610, 133, 29), (29, 12, 5), 

(5, -2,1), (1,0, 1). 

(1, 0, 1), (1, 2, 5), (5, - 12, 29), (29, - 133, 610), 

(610, —2917, 13949), (13949, 2917, 610). 



Ä^ — 2 


K 2 


ÄS--5 


Ä,= 5 


Ä5-0 







1 


2 


— 9 


43 


9 


1 


2 


5 


23 • 


-110 


— 23 



Darstellung: 13949 = 43» + 110». 

3. (13949,4594,1513), (1513,-55,2), 

(2, 1, 1), (1, 0, 1). 

(1,0, 1), (1,-1,2), (2,55, 1513), 

(1513, - 4594, 13949), (13949, 4594, 1513) 
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Ä, — — 1 


Äg — 27 


\ 3 


^4 = 







-1 


— 27 


82 


27 


1 


1 


— 28 


85 


28 



Darstellting: 13949 = 82» + 85» . 

4. (13949, 5556, 2213), (2213, 1083, 530), 

(530, - 23, 1) , (1, 0, 1) . 

(1, 0, 1), (1, 23, 530), (530, - 1083, 2213), 
(2213, —5556, 13949), (13949, 5556, 2213). 



Äi = 23 


h 2 


A3=-3 


A4 = 







— 1 


2 


5 


-2 


1 


23 


47 


118 


47 



Darstellung: 13949 = 5^ + 118^ 

Anwendung der Zerfällung einer Zahl in zwei 
Quadrate. — Die Darstellung der Zahlen als Summe zweier 
Quadrate benutzt Euler (Commentationes Algebr. CoUectae, 
T. I p. 167) zur Lösung der Aufgabe: 

„Zu untersuchen, ob eine gegebene Zahl der Form 
4n + 1 eine Primzahl sei oder nicht." 

Ergiebt sich nämlich, dass eine Zahl der Form 4w + 1 
auf keine Weise in zwei Quadrate zerfällt werden kann, so 
ist sie sicherlich zusammengesetzt, und zwar enthält sie 
(eine gerade Anzahl von) Primfactoren der Form 4w + 3. 

Kann die Zahl nur auf eine Weise als Summe zweier 
Quadrate dargestellt werden, so ist sie eine Primzahl. 

Sind endlich mehrere Zerfällungen der Zahl in zwei 
Quadrate möglich, so ist dieselbe zusammengesetzt und 
zwar aus Primfactoren der Form 4w + 1- 

Es kommt also darauf an, die gegebene Zahl M auf alle 
möglichen Arten in zwei Quadrate zu zerlegen. Zu diesem 
Zwecke subtrahirt Euler von M alle Quadratzahlen, die < M 
sind, und zwar beginnt er mit der grössten derselben. So oft 
der Rest gleichfalls eine Quadratzahl ist, liegt eine Zerlegung 
von M in zwei Quadrate vor. 
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Die gegebene Zahl kann auf 1, 3, 7 oder 9 endigen (der 
Fall, in welchem sie auf 5 endigt, kann unberücksichtigt blei- 
ben, da eine solche Zahl immer zusammengesetzt ist). Da 
nun keine Quadratzahl auf 2, 3, 7, 8 endigen kann, so kön- 
nen diejenigen Quadrate, welche Reste dieser Endungen lie- 
fern würden, weggelassen werden. Es brauchen also von der 
gegebenen Zahl nur diejenigen Quadrate subtrahirt zu werden, 
welche Beste mit den Endungen 0, 1, 4, 5, 6, 9 geben. 

Wenn demnach die Zahl auf 1 endigt, so endigen die zu 
subtrahirenden Quadrate auf 0, 1, 5, 6, ihre Wurzeln also aaf 
0, 1, 4, 5, 6, 9. Betrachten wir ebenso die anderen Endun- 
gen, die stattfinden können, so erhalten wir folgende Tabelle: 



Endung 


der 


der zu subtrahirenden 


der Wurzeln dieser 


Zahl 




Quadrate 


Quadrate 


1 




0, 1, 5, 6. 


0, 1, 4, 5, 6, 9. 


3 




4, 9, 


2, 3, 7, 8. 


7 




1, 6. 


1, 4, 6, 9. 


9 




0, 4, 5, 9. 


0, 2, 3, 5, 7, 8. 



\ 

Für jede vorgelegte Zahl sind danach so yiele Operationen 
vorzunehmen, als passende Wurzelendungen vorhanden sind 
(wenn die Zahl auf 1 oder 9 endigt, 6; wenn dieselbe auf 3 
oder 7 endigt, 4). 

Ist p^ das erste (grösste) zu subtrahirende Quadrat, so 
ist das zweite Quadrat derselben Endung (|) — 10)^, das dritte 
(2> — 20)^, u. s. w. Diese Subtractionen lassen sich nun leicht 
durch Additionen ersetzen. 

Es ist nämlich 

-af - (jp — 10)2 = M - i)2 + 20i) — 100. 

Hat man also M — p^ bestimmt, so braucht man zum Rest 
nur 20jp — 100 zu addiren, um M — (j^ — 10)* zu erhalten. 
Addirt man zu dem jetzt erhaltenen Rest 20p — 300, so er- 
hält man 

^ — i>^ + 40i) — 400 = ikf — (i) - 20)% u. s. w. 

Nach Bildung der ersten Differenz M — p^ hat man also 
der Reihe nach 

20p — 100, 20p — 300, 20p - 500, 
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(eine arithmetische Progression mit der Differenz — 200) zu 
addiren und bei jeder Summe nachzusehen, ob dieselbe ein 
Quadrat sei oder nicht. 

Diese Reihe von Operationen hat man aber nur so weit 
fortzusetzen, bis man zur Hälfte der gegebenen Zahl gelangt; 
denn wenn eine Zahl M = An -{- 1 sich in zwei Quadrate zer- 
fallen lässt , so ist das eine gewiss > -^ M. 

Beispiele. I. Zu untersuchen, ob 27541 eine Primzahl 
sei oder nicht. 

27541 

165* = 27225 

316 

3200 

3516 

3000 

6516 

2800 

9316 

2600 
11916 

2400 
14316 

• 27541 
160* = 25600 159* = 
1941 
3100 
D 5041 
2900 
7941 
2700 
10641 
2500 
13141 13380 14085 

Da sich nur die eine Zerlegung 

27541 = 150» +71* 
ergiebt, so ist 27541 eine Primzahl. 



27541 


27541 


26896 


161* — 25921 


645 


1620 


3180 


3120 


3825 


4740 


2980 


2920 


6805 


7660 


2780 


2720 


9585 


10380 


2580 


2520 


12165 


12900 


2380 


2320 


14545 


15220 


27541 


27541 


25281 


156* - 24336 


2260 


3205 


3080 


3020 


5340 


6225 


2880 


2820 


8220 


9045 


2680 


2620 


10900 


11665 


2480 


2420 
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II. Zu untersuchen, ob 212237 eine Primzahl sei oder 
nicht. 

212237 
459« =2 10681 



1556 

9080 
10636 

8880 
19516 

8680 
28196 

8480 
36676 

8280 
44956 

8080 
53036 

7880 
60916 

7680 
68596 

7480 
76076 

7280 
83356 

7080 
90436 

6880 
97316 

6680 
103996 

6480 



212237 
456« =207936 



4301 

9020 
13321 

8820 
22141 

8620 
30761 

8420 
39181 

8220 
47401 

8020 
55421 

7820 
63241 

7620 
70861 

7420 
78281 

7220 
85501 

7020 
92521 

6820 
99341 

6620 
105961 



212237 
454*= 206116 



6121 

8980 
15101 

8780 
23881 

8580 
32461 

8380 
40841 

8180 
49021 

7980 
57001 

7780 
64781 

7680 
D 72361 

7380 
79741 

7180 
86921 

6980 
93901 

6780 
100681 

6580 
107261 



212237 
4512=203401 

n' 



8836 

8920 
17756 

8720 
26476 

8520 
34996 

8320 
43316 

8120 
51436 

7920 
59356 

7720 
67076 

7520 
74596 

7320 
81916 

7120 
89036 

6920 
95956 

6720 
102676 

6520 
109196 



110476 
Da sich die beiden Zerlegungen 

212237 = 374« + 269« = 451« + 94« 
ergeben, so besteht 212237 aus 2 Pactoren. 

Wenn sich für eine Zahl mehrere Zerlegui^eu in zwei 



.-H 
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Quadrate ergeben haben^ so ist es auch leicht, diese Zahl 
in ihre Factoren zu zerlegen. 

Es sei 

J|f = a« + 62 = c^ + (?. 

Wir dürfen a > 6 , c > d und, da die Zerlegungen verschieden 
sein sollen, auch a > c, folglich h <,d voraussetzen. Wird 

angenommen, so geht die Gleichung 

über in 

(1) o^ + 2cx = y^ + 2hy. 

Da die eine Seite dieser Gleichung durch Xy die andere durch 
y theilbar ist, so wolleh wir 

(x? + 2cx = y* + 2hy = xyss 

setzen, wo z auch ein Bruch sein kann. Dann ergiebt sich 

_ yz — x j^_xg — y 

also 

yz + X ^ xz -{- y 

a = ^—f-, d ^ 

und 

(2) jf==a2 + j,_(?!Jiy!I(L±j!). 

Wenn beide Zahlen a, c gerade oder ungerade sind, so 
ist offenbar x^ -j- V^ durch 4 theilbar; ist dagegen eine der 
Zahlen a, c gerade, die andere ungerade, so ist x^ + y^ durch 
2 theilbar. Es folgt also aus der Gleichung (2), dass M 
theilbar ist durch einen Divisor einer der drei Zahlen 

^ -ry 7 2 ' 4 

Nun liefert die Gleichung (1) 

x_ y + 2b h + d 

y x -\- 2c a-f-c 

Dieser Bruch, in den kleinsten Zahlen ausgedrückt, sei 
— • Dann ist nothwendig eine der drei Zahlen 

ein Divisor von M. 
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Man übersehe nicht , dass die Zahlen a, b, c, d als Qua- 
dratwurzeln das Zeichen + haben. 

Um z. B. die Divisoren der oben untersuchten Zahl 
212237 zu finden, setzen wir 

« = + 451, 6 = ± 94, 

c = 4-374, (^= + 269, 



Dann ist 



6 + d = + 363 oder = + 175, 
a + c = + 825 oder = + 77 . 



Da es sich nur um den absoluten Werth der Zahlen handelt^ 
so können wir von den Zeichen abstrahiren und erhalten 

h -{■ d 363 U , 363 _ 33 

a + c ~ 826 ~ 25 ^^®^ "" 77 ~ 7 ' 

und da 

11« + 25« = 746 , V + 33« = 1138 

ist^ so sind 

i (746) = 373 und ^(1138) = 569 

die Divisoren von 212237. 

§ 113« Darstellung der Zahlen als Summe eines 
Quadrats und eines doppelten Quadrats. — Wenn eine 
Zahl M durch die Form (1, 0, 2), welche die Determinante 
— 2 hat, darstellbar sein soll, so muss — 2 quadratischer 
Best von M sein. Also darf die Zahl Mj die wieder als un- 
gerade vorausgesetzt wird, nach § 84 nur Primfactoren der 
beiden Formen 8n+l, 8w + 3 enthalten. Wenn diese Be- 
dingung erfallt ist, so ist die Congruenz 

r = - 2 (mod. M) 

stets möglich und hat 2* Wurzeln +1^, + ^'? • • •; wo Ä die 
Anzahl der verschiedenen Primfactoren von M bezeichnet. 
Wir bilden jetzt die Form 



r-{^,,.'l±i). 



Da dieselbe die Determinante — 2 hat, und da es für diese 
Determinante nur die eine reducirte Form F = (1, 0, 2) giebt, 
so werden F und F' jedenfalls äquivalent sein; die Darstel- 
lung von M durch F ist also möglich. 

Um dieselbe zu erhalten, suchen wir die eigentlichen 
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Transformationen von F in F\ Da w = 1, Z) = 2, also 
> 4 ist, so giebt es nur zwei solcher Transformationen, 



m* 



{ 



nämlich '^ 

X = -\- ax + ßy' 

y = + y^' + dt/', 

und daher auch nur zwei zur Wurzel v gehörende Darstellungen 

a; = + a, !/ = 4:y 
der Zahl M durch die Form (1 , 0, 2). 

Weiter findet man, dass zu dem Werthe — v des Aus- 
drucks y — 2 (mod. M) die beiden Darstellungen a; = + " ? 
y =s ip y gehören. Die 4 Darstellungen, die zu dem Wurzel- 
paar + V gehören, liefern aber, wenn man nur auf die Grösse 
der Quadrate sieht, nur die eine Zerlegung der Zahl M 

Ist demnach M eine Primzahl, so ist die erhaltene Zerlegung 
die einzige dieser Art, die möglich ist, und wir erhalten so 
den schon Fermat bekannten , aber erst von Lagrange be- 
wiesenen Satz: 

Jede Primzahl einer der beiden Formen 8n + 1; 
8n + 3 kann, und zwar nur auf eine Weise, in ein 
Quadrat und das Doppelte eines Quadrats zerfällt 
werden. 

Ist M eine zusammengesetzte Zahl, so liefert das zweite 
Paar entgegengesetzter Wurzeln + v' der Congruenz 

5« = ~ 2 (mod. M) 

eine zweite Zerlegung von M. Allgemein erhalten wir, wenn 
M aus k ungleichen Primfactoren besteht, 2*-^ verschiedene 
Zerlegungen. 

Beispiele. I. Es sei M = 587. Die Congruenz 

I« = - 2 (mod. 587) 

hat die beiden Wurzeln + 207. 

(587, 207, 73), (73, 12, 2), (2, 0, 1), (1, 0, 2). 

(1,0,2), (2,-12, 73), 

(73, - 207, 687) , (587, 207, 73) . 
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Äi 6 


Äj = -3 


Ä» = 







1 


3 


1 


1 


6 


17 


6 



Zerlegung: 587 =• 3« + 2 . 17». 
IL Jif = 4579 = 241.19. 

Die Congruenz |* = — 2 (mod. 4579) hat die 4 Wurzeln 
+ 203, +279. 

1. (4579, 203, 9), (9, 4, 2), (2, 0, 1), (1, 0, 2). 
(1, 0, 2) , (2, — 4, 9) , (9, — 203, 4579) , (4579, 203, 9) . 



Äi— 2 


Äg 23 


Ä, = 







1 


23 


1 


1 


2 


45 


2 



Zerlegung: 4579 = 23« + 2 . 45«. 
2. (4579, 279, 17), (17, - 7, 3), (3, 1, 1), (1, 0, 2). 
(1,0, 2), (2,0, 1), (1, -1,3), (3,7,17), 
(17, - 279, 4579), (4579, 279, 17). 



Ä, — 


h, — 1 


Äs =-2 


Ä, = - 16 


h-0 







1 


1 


3 


49 


3 


1 





- 1 


-2 


33 


2 



Zerlegung: 4579 = 49« + 2 . 33^ . 

§ 114, Weitere Zerlegungen. — Da es für die Deter- 
minante — 3 zwei reducirte Formen giebt, nämlich (1, 0, 3) 
und (2, 1, 2), so kann jede Zahl, für welche — 3 quadratischer 
Rest ist, durch eine dieser beiden Formen dargestellt werden, 
und zwar so, dass die Werthe von x und y prim zu einander 
sind. Nun ist nach § 85 die Zahl — 3 Rest aller Prim- 
zahlen 12n + 1 und 12n + 7, d.h. aller Primzahlen 3n-f-l, 
und die Form (2, 1, 2) kann oflFenbar nur gerade Zahlen dar- 
stellen. Wenn wir den Gegenstand ganz in derselben Weise, 
wie es oben für die Form (1, 0, 2) geschah, weiter verfolgen, 
so erhalten vrir den zuerst von Euler bewiesenen Satz: 
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Jede Primzahl von der Form 3n + 1 lässt sich, 
und zwar nur auf eine Weise, in ein Quadrat und das 
Dreifache eines Quadrats zerfallen. 

Beispiel. Es sei M=829. 

Die Congruenz |* = — 3 (mod. 829) hat die Wurzeln 
+ 251. 

(829,251,76), (76,-23,7), (7,2,1), (1,0,3). 

(1, 0, 3), (3, 0, 1), (1, - 2, 7), (7, 23, 76), 

(76, -^ 251, 829) , (829, 251, 76) . 



Ä, — 


K 2 


K-s 


Ä^ — — 3 


h-0 







1 


2 


7 


23 


7 


1 





1 


3 


10 


3 



Zerlegung: 829 = 23^ + 3 . lO^. 

Wenn M eine zusammengesetzte ungerade Zahl ist, so ist die 
Congruenz |^ ^ — 3 (mod. M) nur möglich, wenn jede der h 
Primzahlen, welche Jf enthält, die Form 3w + 1 hat. Ist 
diese Bedingung erfüllt, so hat jene Congruenz 2* Wurzeln, 
von denen je zwei (+ v) eine Zerlegung liefern, so dass sich 
im Ganzen 2*""^ Zerlegungen ergeben. 

Für die Determinante — 5 giebt es zwei nicht äquiva- 
lente reducirte Formen, nämlich (1, 0, 5) und (2, 1, 3). Durch 
eine dieser Formen lässt sich also jede Zahl M darstellen, für 
welche — 5 quadratischer Rest ist. Für jeden Primfactor p 

von M muss dann also ( j, d. i. (— -) (— )denWerth+ 1 

haben. Dies ist der Fall, wenn erstens 

fH-j = -f- l ^ also p = 4m. + 1 



und zu 



gleich (-° ) 



d. i. 



(1^) = + 1 , also p = ±l + 5n 

ist. Vereinigt man diese beiden Bedingungen, so erhält man 
als Formen der Primzahlen, für welche — 5 quadratischer 
Best ist, zunächst 

20» + 1 und 20w + 9 . 
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Das Symbol ( ) hat aber auch zweitens den Werth 

+ 1, wenn gleichzeitig 

{—-) = — 1 , also p = 4m + 3 

und (j), d. i. 

(|-) = - 1 , also p = 5n + 2 

ist, und durch Vereinigung dieser beiden Bedingungen erhält 

man weiter 

20n + 3 und 20w + 7 

als Formen der Primzahlen, für welche — 5 quadratischer 
Rest ist. 

[Man beachte, dass für die Primzahlen 20w + 1, 20n + 9 
zugleich — 5 und + 5 Reste sind , während für die Prim- 
zahlen 20n + 3, 20n + 7 nur — 5 Rest ist]. 

Es lassen sich also alle Zahlen Jf , deren Primfactoren 
von einer der vier genannten Formen sind, durch eine der 
beiden Formen (1, 0, 5), (2, 1, 3) darstellen. 

Im vorliegenden Falle ist es nun auch leicht zu ent- 
scheiden, durch welche dieser beiden Formen die Zahl M sich 
wird darstellen lassen. Es sei zunächst 

so ist x^ ^ M (mod. 5) , also M quadratischer Rest von 5. 

Ist dagegen 

M=2a^ + 2xy-\-3y% 
so ist 

2M = 4:x^ + 4:xy + 6y^ = {2x + yf + bf 

= (2ic + y)2(mod.5), 

also 2M Rest von 5, und da 2 Nichtrest ist, so wird auch M 
Nichtrest von 5 sein. Wir sehen somit, dass jede Zahl Jf, 
welche eine der Formen 20n -f- 1 , 20n + 9 hat , durch die 
Form (1, 0, 5) darstellbar ist, während jede Zahl Jlf, welche 
von einer der Formen 20w + 3, 20w + 7 ist, durch die Form 
(2, 1, 3) dargestellt werden kann. 

Was nun die Darstellung der Zahlen durch die Form 
(1, 0, 5) betriflft, so sei Tc die Anzahl der in M enthaltenen 
ungleichen Primzahlen; dann besitzt die Congruenz 
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4D 



> 4 ist, 



1^ = — 5 (mod. M) 
2* Wurzeln + v, + v', . . . . Da ferner m = 1 , ^ 
so giebt es nur zwei Substitutionen 

X = + ax + /3y' 

< 

welche (1, 0, 5) in \M^ v, — ^~) transformiren, und diese bei- 
den liefern nur die eine Zerlegung 

^ = + «; y = + y- 

Auch die Form UHy — v , — ^— j führt zu keiner neuen Zer- 
legung, da sie aus (1, 0, 5) durch die Substitution 

rc = + ccx' + ßy' 

y = + ya?' + dy' 

erhalten wird. Da somit je zwei Wurzeln + ^ nur eine Zer- 
legung geben, so kann die Zahl M auf 2*~^ Arten in ein 
Quadrat und das Fünffache eines Quadrats zerfällt werden. 
Für den Fall Je = 1 folgt hieraus der Satz: 
Jede Primzahl einer der beiden Formen 20n + h 
20n + 9 kann und zwar nur auf eine Weise in ein 
Quadrat und das Fünffache eines Quadrats zerlegt 
werden. 

Beispiele. I. jp = 89 . 

Die Congruenz |^ ^ — 5 (mod. 89) hat die Wurzeln + 23. 

(1, 0, 5), (5, 0, 1), (1, - 1, 6), (6, - 23, 89), 

(89, 23, 6). 



{ 



Ä, =0 


K 1 


h, 4 


Ä4 = 







— 1 


1 


3 


1 


1 





1 


4 


1 



n. 



Zerlegung: 89 == 3* + 5 . 4« . 
M = 192821 == 29 . 61 . 109 . 



I« = _ 5 (mod. 192821) hat die 8 Wurzeln + 35277, 
+ 61873, +63726, +90322, von denen jedes Paar eine 
Zerlegung liefert. 

Wert heim, Zahlentheorie, 20 
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1. Zerlegung. 
(1, 0, 5), (5, 0, 1), (1,-5, 30), (30, -205, 1401), 
(1401, 3007, 6454), (6454, —35277, 192821), 

(192821, 35277, 6454). 



Äl — 


h 5 


Äj = 


7 


Ä4 = 2 


h,: 5 


hs-0 







- 1 


5 


34 


73 


399 


73 


1 





• 


1 


7 


15 


-82 


15 



Zerlegung: 192821 = 399* + 5 . 82^ 

2. Zerlegung. 

(1,0,5), (5,0,1), (1,2,9), 

(9, — 20, 45), (45, 110, 269) , 

(269, 2311, 19854), (19854, —61873, 192821), 

(192821, 61873, 19854). 



Äi = 


Äg— 2 


Äs 2 


h—2 


Ä,-9 


\- 3 


Ä7— 







1 


2 


5 


12 


103 


-321 


103 


1 





- 1 


2 


5 


43 


— 134 


- 43 



Zerlegung: 192821 = 321* + 5 . 134*. 

3. Zerlegung. 

(1, 0, 5), (5, 0, l), (1, 3, 14), (14, 543, 21061), 
(21061, -63726, 192821), (192821, 63726, 21061). 



Ä, — 


Äg = 3 


Ä3==39 


h— 3 


h-0 







— 1 


-3 


-116 


351 


116 


1 





-1 


- 39 


118 


39 



Zerlegung: 192821 = 351* + 5 . 118*. 

4. Zerlegung. "• 

(1,0,5), (5,0,1), (1,-1,6), (6,-11,21), 

(21, 53, 134), (134, - 321, 769), 

(769, 5704, 42309), (42309, - 90322, 192821), 

(192821, 90322, 42309). • 



Quadratische Fonnen mit negativer Determinante. 



307 



Ä, = 



K = -l 



h 2 



A4 =2 






1 


1 


1 


1 

Ä5--2 





Ä, 


1 
- 2 


K 


= 


2 


-3 


7 


62 


111 


52 



- 12 



— 89 



190 



89 



Zerlegung: 192821 = 

m. Jlf = 989 = 

Wurzeln der Congruenz |* 
+ 353. 

Zerlegungen: 



11P+ 5.190«. 

23 . 43 . 

= — 5 (mod. 989) sind + 77, 



989 = 12" + 5 . 13^ 

989= 3" + 5. 14^ 

Aehnlich verhält es sich mit der Darstellung der Zahlen 
durch die Form (2, 1, 3). Auch für diese Form ist 

4D 



»» = 1. ;;:5-> 4; 



tn' 



{ 



also giebt es nur zwei Substitutionen 

X = + ax + ^y' 
y = + yx+ dy\ 

M, V, — w~) transformiren, und diesen 

Substitutionen entsprechen die beiden Darstellungen a? = + a, 
y == + y« Zwei andere Darstellungen liefert die zweite Wur- 
zel — V] wir erhalten demnach doppelt so viele Darstellungen, 
als Wurzeln vorhanden sind. Für den Fall, dass M eine Prim- 
zahl ist; ergiebt sich also der Satz: Jede Primzahl einer 
der beiden Formen 20w + 3, 20n -{- 7 kann auf vier 
verschiedene Arten durch die Form (2,1,3) dargestellt 
werden. 

Beispiele. I. Jlf = 83 . 

Die Congruenz |^ ^ — 5 (mod, 83) hat die Wurzeln 

+ 24. 

20* 
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1. 



(2, 1, 3), (3, - 1, 2), (2, 3, 7), 
(7, - 24, 83) , (83, 24, 7) . 



Äi— 


A, = l 


As 3 


K — 







1 


— 1 


4 


1 


1 





1 


3 


1 



83 
83 



2. 



Zerlegungen: 
2 . 4* + 2 . 4 . 3 + 3 . 3», 
2.(-4)« + 2.(-4).(-3) + 3.(- 

(2, 1,3), (3,-1,2), (2, -3,7), 
(7,24,83), (83,-24, 7). 



3) 



2 



\—0 


A, 2 


A8 = 3 


/»4 = 







1 


2 


7 


— 2 


1 





— 1 


-3 


1 



Zerlegungen: 83 = 2 . 7* + 2 . 7 . (- 3) + 3 . (— 3)*, 

83 = 2 . (— 7)* + 2 . (— 7) . 3 -h 3 . 3*. 

n. Jlf = 4087 = 61 . 67 . 

Die Gongruenz |* ^ — 5 (mod. 4087) üat die 4 Wurzeln 
± 751 , + 1689. 
Zerlegungen: 

4087 = 2 . (+ 49)« + 2 . (+ 49) (± 11) + 3 (+ 11)« 

= 2 . (+ 38)« + 2 . (± 38) (+ 11) + 3 (± 11)« 

= 2 . (+ 17)« + 2 . (± 17) (+ 29) + 3 (+ 29)« 

= 2 . (+ 46)« + 2 . (+ 46) (+ 29) + 3 (+ 29)«. 

Wir überlassen es dem Leser, weitere Zerlegungen zu 
versuchen. 



Zehntes Kapitel. 

Quadratische Formen mit positiver nichtquadratisoher 

Determinante. 

§ 115, Reducirte Formen. — Wir haben uns weiter 
mit den Formen zu beschäftigen^ deren Determinante D eine 
positive Zahl ist. Wenn diese Determinante dabei eine Quadrat- 
zahl ist; so gestaltet sich die Sache viel einfacher^ als im ent- 
gegengesetzten Falle. Die Formen mit quadratischer Deter- 
minante sollen den Gegenstand des folgenden Kapitels bilden; 

hier setzen wir voraus, dass D keine Quadratzahl, also ^D 
irrational sei. 

Die erste Aufgabe, die wir nun nach § 106 zu lösen 
haben, ist, zu untersuchen, unter welchen Bedingungen zwei 
gegebene Forlnen der nämlichen Determinante äquivalent sind. 
Auch hier vergleichen wir die vorgelegten Formen nicht direkt 
mit einander, sondern bilden erst neue, den vorgelegten be- 
ziehungsweise äquivalente Formen, die wir nach Gauss gleich- 
falls reducirte Formen nennen, obschon sie von ganz anderer 
Natur, wie diejenigen sind, denen wir im Falle negativer De- 
terminanten diesen Namen beigelegt haben. 

Eine Form (a, 6, a^ einer positiven nichtquadratischen 
Determinante Z) = 6* — aa^^ heisst reducirt, wenn 6 positiv 

und < yT) ist, und wenn zugleich der absolute Werth von a 

zwischen YD -f- 6 und )/5 — 6 liegt. 

Lehrsatz. Für jede Form F=^(a, b, a^) einer posi- 
tive^n nichtquadratischen Determinante 2) == 6* — aa^ 
giebt es eine äquivalente reducirte Form. 

Beweis. Da D keine Quadratzahl sein soll, so muss so- 
wohl a, als auch Oj von Null verschieden sein. Wir nehmen 
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jetzt denjeüigen Rest von — b für den Modul a^ , der zwischen 

Yd und Yd — [aj liegt, wo [aj den absoluten Werth Yon 

a^ bezeichnet. Da das Intervall von YD — [aJ bis YD 
genau [a^] auf einander folgende Zahlen enthält, so wird sich 
immer ein, aber auch nur ein solcher Rest für — b ergeben. 

Diesen Rest nennen wir 6^ und setzen — = ag. Da 

Ol 

bj^ ^ 6^, also bj^ — D^b^ — D^aa^^O (mod. a^) ist, so 
wird «2 ®i^ö ganze Zahl sein, und wenn wir jetzt die neue 
Form Fl = (%, J^, a^) bilden, so ist dieselbe der Form 
F=(ay b, a^ nach rechts benachbart, also eigentlich äqui- 
valent. Wenn nun noch [ag] ^ [a^] ist, so ist, wie wir unten 
beweisen werden, F^ eine reducirte Form. 

Ist dagegen [flg] < [ötj, so wählen wir weiter denjenigen 
Rest von — \ in Beziehung auf den Modul a2, der zwischen 

Yd und Y^ ~^ [%] liegt. Wird dieser eindeutig bestimmt« 

Rest 6, genannt und ^=^ = «3 gesetzt, so erkennt man 

wieder, dass a^ eine ganze Zahl ist, und dass die Form 
jPg = (<^2} ^2> %) ^®^ Form F^ (weil nach rechts benachbart) 
und somit auch der Form F äquivalent ist.. Ist jetzt [aJ ^ [a^], 
so ist JPg die Form, von der wir beweisen werden, dass sie 
eine reducirte ist. Im entgegengesetzten Falle bilden wir, in 
der dargelegten Weise fortfahrend, eine vierte, fünfte, u. s. w. 
Form,, bis wir zu einer Form Fm = (flmj &»», öt^-i-i) gelangen, 
in welcher [a,n-f.i] ^ [am] ist. Dies muss endlich einmal ge- 
schehen; denn da b^ zwischen Y^ ^^^ V^ — [^il; ^^^o h^ 
zwischen D und 2) + a^^ — 2 [aJ ^D liegt, so wird b^^ — D 

zwischen und a^^ — 2 [aJ "f/S liegen. Der absolute Werth 
von bj^ — D ist daher < a^^, und somit ist 

Die ganzen positiven Zahlen [aJ, [Og], . . . bilden also 
eine abnehmende Reihe, und da eine solche nicht unbegrenzt 
sein kann, so muss einmal ein Glied [a^+i] auftreten, welches 
nicht kleiner als das vorhergehende [am] ist. 

Wir haben jetzt noch zu beweisen, dass die Form 
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. Fm == (^m? fem? (^m-^-lJ y 

in welcher auch diese letzte Bedingung erfüllt ist, wirklich 
reducirt sei. Zu diesem Zwecke zeigen wir ersten s^ dass 

6^ < Yd ist. 

Da bm zwischen ]/5 und YD — [am] liegt, so ist jede 
der Grössen 

p^YD-bmy q = bm — VD+ K] 

und somit auch der Ausdruck r = g^ + 2pq + 2p "|/2), für 
welchen sich leicht D -}- am — bm ergiebt, eine positive Zahl. 
Wird jetzt D durch bm — ama-m^i ersetzt, so wird die positive 
Zahl r = am — aroöm-f-i. Da aber [am^-i] ^ [a«] ist, so kann 
der letzte Ausdruck für r nur dann positiv werden, wenn 
am(im-{-i negativ ist, d. h. wenn a^, 0^+1 entgegengesetzte 
Zeichen haben. Dann ist aber 

6^ = jD + a^am+i < -D, 
also [bm] < VJ5. 

Zweitens haben wir darzuthun, dass bm eine positive 
Zahl ist. Es ist — am^wi+i = J5 — bm, also [am] • [öm+i] < A 
und da [am] ^ [«m+i] ist, gewiss [am] < YD. Folglich ist 
Yd — [am] eine positive Zahl, und da bm zwischen |/5 — [am] 
und ]/5 liegt, so muss auch bm positiv sein. 

Was endlich [am] betrifft, so ist ]/D -r- [0^], wie wir 
eben gesehen haben, positiv. Folglich ist um so mehr 

Yd + &m — [ö^n] eine positive Zahl, also [dm] < Y^ + &«• 
Andererseits ist l/D — 6m — [«m] = — 2 negativ, also 

K]>V'^ — 6m. 

[o»,] liegt daher zwischen }/5 — 6« und y'Z) + ^m- 

Die Form Fm = (ßm, bm, öm+i) ist somit reducirt, und 
da jede der Formen 

der folgenden nach links benachbart ist, so ist jede der fol- 
genden, also auch die erste der letzten eigentlich äquivalent. 
Beispiele. I. Um für die Form (11, 15, 12) der Deter- 
minante D = 93 eine reducirte Form zu bilden, beachten wir, 

daas 1/93 = 9, ... und 1/93 — 12 = — 2, ... ist. Von den 
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12 Zahlen des Intervalls von ■— 2 bis + 9 incL ist nur die 
Zahl 9 ^ - 15 (mod. 12). Wir setzen also h^ = 9. Da nun 

— jö — = — 1 ist, so erhalten wir die der gegebenen äqui- 
valente Form (12, 9, — 1). Diese Form ist zwar schon re- 
ducirt*); wir wollen aber die Reihe der Operationen fort- 
setzen, bis eine Form (am, &m, ötm-fi) erscheint, in welcher 
[öwi-f-i] nicht mehr < [am] ist. Die neuen Grenzen für den 

mittleren Coefficienten sind }^93 = 9, . . . und }/93 — 1 = 8, ... 

qS 03 

Da nun — 9 = 9 (mod. 1) und _^ = 12 ist, so erhalten 

wir die Form ( — 1, 9, 12), die allen Anforderungen ent- 
spricht. Die Reihe der benachbarten Formen ist in diesem 
Beispiel also 

(11, 15, 12), (12, 9, - 1), (- 1, 9, 12). 

IL (67, 97, 140), (140, - 97, 67), (67, — 37, 20), 

(20, - 3, - 1), (- 1, 5, 4) . [D = 29). 

III. (28, 9, — 2), (— 2, 11, 8) . [D = 137] . 

IV. (17, 2, - 2), (- 2, 6, 1), (1, 6, - 2) . [D = 38]. 

§ 116. Eigenschaften der reducirten Formen. — 
Lehrsatz I. In jeder reducirten Form (a, &, aj 
haben a und a^ entgegengesetzte Zeichen. 

Beweis. Da V — aa^ = D, also aa^ = 6^ — D und 

h < Yd ist, so ist aa^ eine negative Zahl, d. h. a und a^ 
haben entgegengesetzte Zeichen. 

Lehrsatz IL Der absolute Werth von «^ liegt ebenso 

wie der von a zwischen y'D + 6 und YD — &; es ist 
also auch (a^, 6, a) eine reducirte Form. 

Beweis. Da — aj = ist und [a] zwischen YD — b 

und y D •\-}) liegt, so muss [aj zwischen — = = }^D + i 

*) Wenn wir das dargelegte Verfahren so oft anwenden, bis wir 
auf eine Form (a^, h^, ^m+i) stossen, in welcher [a,^i] > \a^ ist, 
80 haben wir sicher eine reducirte Form gewonnen. Da aber der Be- 
griff der reducirten Form durchaus nicht die Erfüllung der Bedingung 
[^TO+i] ^ [^m] fordert, so kann recht gut auch schon früher eine redu- 
cirte Form auftreten, und das ist hier der Fall. 
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und -p= = VD — h liegen. Wenn dies aber der Fall ist, 

so erfüllt auch (a^, &, a) alle Bedingungen einer reducirten Form. 

Zusatz. Wenn (a, &, %) eine reducirte Form ist, 
so sind auch (a^, 6, a), ( — a, h, — aj, (— a^, 6, — a) re- 
ducirte Formen. 

Lelirsatz III. Ist {a, h, a^) eine reducirte Form, so ist 

sowohl [a], als auch [aj < 2 |/D. 

Beweis. Da sowohl [a], als auch [aj < |/D + 6 und 

6 < ]/D ist, so ist um so mehr sowohl [a], als auch [aj < 2 ^5. 
Lehrsatz IV. Der mittlere Coefficient b einer re- 
ducirten Form (a, 6, aj liegt zwischen "[/D und ]/D — [a] 

und ebenso zwischen }/D und yS — [aj. 
Beweis. Da 

V^ + &>M>V^-6>0 
ist, so ist 

[ä] — YD + b, d. i. & - {Yd — [a]} > 

und 6 — Yd < 0; folglich liegt b zwischen j/Z) — [a] und }/Z). 
Ganz ebenso beweist man, dass b zwischen ]/5 und 

Yd-- M liegt. 

Lehrsatz V. Für jede reducirte Form (a, 6, «j) 
giebt es eine, aber auch nur eine nach rechts benach- 
barte Form, welche ebenfalls reducirt ist, und ebenso 
eine einzige nach links benachbarte reducirte Form. 

Beweis. Wir nehmen denjenigen Rest von — 6 für den 

Modul «1, der zwischen "j/D und ]/2) — [aj liegt, nennen 

denselben 6„ setzen sodann '-^^^ = a, und bilden die neue 

Ol 

Form («1, &!, «2); so ist dieselbe eindeutig bestimmt und der 
gegebenen Form (a, 6, a^) nach rechts benachbart. Es bleibt 
uns also nur zu beweisen, dass (a^, b^, a^ auch reducirt ist. 

Da nach Lehrsatz II [aj < ]/Z) + ^ ist, so ist 

eine positive Zahl. Nach demselben Satze ist [aj > ]/2) — 6, 
also die Zahl 

3 = [«,]- {T/5-&} 
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gleichfalls positiv. Endlich ist auch 

positiv. Wird weiter 

und 

gesetzt, so sind auch q^, r^ positive Zahlen, da b^ zwischen 
Yd und Yd -- [aj liegt. Endlich ist 6 + &i = (mod. a,l 
also 6 + 6i = 4:*^^i = ^ [ö^i]) wo ^ Gine ganze Zahl ist. 

Nun ergiebt sich leicht jp + Sfi = 6 + 6i, und da |) + 9'i 
als Summe zweier positiven Zahlen positiv ist, so muss auch 
6 + ^1; folglich auch m positiv sein; es ist also m — 1 sicher- 
lich nicht negativ, und dies wird uns den Beweis ermöglichen; 
dass b^ eine positive Zahl sei. Es ist nämlich 

r + q^ = — b + \ + [aj . 
Wenn wir hierzu die Gleichung 

m [aj — [aj = 6 + &^ — [aj 
addiren, so erhalten wir 

»• + 9^1 + (^ — 1) M = 2&1 . 
Da die linke Seite dieser Gleichung positiv ist, so muss 
auch 2&1 und somit auch \ eine positive Zahl sein, und da 

fei zwischen YD und }/Z) — [a^] liegt, so ist gewiss 6^ < YD, 
also die zweite 'Bedingung gleichfalls erfällt. 

Es bleibt noch zu beweisen, dass [aj zwischen l/D — ^i 

und 1/5 + fei liegt. Es ist 

r + m[aj = y5 + fe,, 
also 

r + (m - 1) [aj = V5 + 6j - K], 
und da die linke Seite dieser Formel positiv ist, so muss 

sein. Es ist aber auch 

eine positive Zahl und somit [a^] > )/5 — b^. 
Die Form (a^, fe^, ag) ist daher reducirt. 
Genau ebenso beweist man, dass, wenn man unter h^i 
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denjenigen Rest von — 6 in Beziehung auf den Modul a ver- 



61^ — D 



a 



= a«i 



steht, der zwischen ylÖ und j/D — [a] liegt, und 

setzt, die eindeutig bestimmte Form (a_i, 6_-i, a), welche der ge- 
gebenen Form nach links benachbart ist, eine reducirte sein wird. 
Beispiele. I. Für die reducirte Form (2, 4, — 6) der 
Determinante 28 erhält man als nach rechts und nach links 
benachbarte reducirte Formen beziehungsweise (— 6, 2, 4) 
und (— 6, 4, 2). 
IL (5, 4, - 9), (- 9, 5, 4), (4, 7, - 3) [D = 61] . 

IIL (~ 5, 9, 4), (4, 7, - 13), (~ 13, 6, 5) [Z)= 101]. 

IV. (3, 9, - 7), (- 7, 5, 11), (11, 6, - 6) [D = 102]. 

§ 117. Ermittlung aller reducirten Formen einer 
positiven nichtquadratischen Determinante. — Auch 
die Anzahl der reducirten Formen einer positiven nichtquadra- 
tischen Determinante ist eine endliche, da die Coefficienten 
solcher Formen gewisse Grenzen nicht überschreiten können. 

Um für eine gegebene Determinante D alle reducirten 
Formen (a, 6, a^) zu erhalten, nehme man für h alle positiven 

Zahlen, die < "j/D sind, und zerlege für jeden erhaltenen 
Werth von 6 den Ausdruck V — D auf alle möglichen Arten 
in je zwei Factoren von der Beschaffenheit, dass der absolute 

Werth eines jeden zwischen YD + & und YD — h liegt. 
Wird der eine dieser Factoren a, der andere a^ genannt, so 
erhält man die eine Hälfte der reducirten Formen; die andere 
Hälfte ergiebt sich durch Vertauschung von a und a^. 

Beispiel. Wenn D = 89, also YD = 9, ... ist, so erhält 
man für 6=1, 2, 3, ..., 9 beziehungsweise 



yn+h— 10,.. . 


VB- 


-6 — 8,... 


h*- 


-D 88 


keine passende 


=11,... 




-^7,... 




— 85J 


Zerlegung 


— 12,... 




— 6, . . . 




- 80 — (8 . 10) 


— 1 o, ... 








73 keine Zerlegung 


-14,... 




-4,... 




— 64 — (8.8) 


— 15,... 








53 keine Zerlegung 


— 16, ... 




-2,... 




- 40— (4.10)— (5.8) 


-17,... 




= 1,... 




— 25— (5.5) 


•— lo, ... 




=0,... 




— 8 


= -(1.8)- -(2.4). 
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Es ergeben sich somit die 24 reducirten Formen 

(+ 8, 3, + 10), (± 10, 3, + 8), (± 8, 5, =F 8), 

(± 4, 7, + 10), (+ 10, 7, + 4), (+ 5, 7, + 8), 

(± 8, 7, + 5), (± 5, 8, + 5), (+ 1, 9, + 8), 

(± 8, 9, + 1), (+ 2, 9, + 4), (+ 4, 9, + 2). 

§ 118. Perioden der reducirten Formen einer 
Determinante. — Wenn F == (a, &, aj eine reducirte Form 
einer positiven nichtquadratischen Determinante D ist und wir 
das in § 115 dargelegte Verfahren auf sie anwenden, so er- 
halten wir eine Reihe von Formen 

(1) ^7 -fl; -^2? • ••; 

von denen jede der folgenden nach links benachbart ist, und 
die nach Satz V des § 116 sämmtlich reducirt sind. Nun ist 
aber die Anzahl aller reducirten Formen von D eine endliche; 
daher muss in der Reihe (1) einmal eine Form FmJf^ er- 
scheinen, welche mit einer schon vorausgegangenen Form JP« 
identisch ist. Dann werden aber auch die diesen beiden vor- 
hergehenden Formen, nämlich Fmr^-n—i und Fm—i identisch sein 
müssen, da sie derselben Form nach links benachbart sind. 
Aus demselben Grunde sind weiter Frrt^n—^ und Fm-^-^y ebenso 
Fm-^.^ und i^m-3? u. s. w., endlich auch Fn und F identisch. 
Es wird also die Anfangsform F in der Reihe (1) wiederholt 
erscheinen. Bezeichnet nun n die kleinste Zahl, für welche 
Fn mit F identisch ist, so lässt sich zeigen, dass die Formen 

(2) Fj JF\, F^, . . ., Fn~i 

sämmtlich von einander verschieden sind. Wäre nämlich JFi 
identisch mit JFVf*', wo sowohl Ä, als auch Ic -\-'k' <n vor- 
ausgesetzt wird und daher auch ifc' < w ist, so würde Fj^ mit 
JP" identisch sein müssen, was der Annahme, dass n die kleinste 
Zahl sei, für welche diese Identität besteht, widerspricht. Die 
Formen der Reihe (2) sind also wirklich von einander ver- 
schieden und setzen, in unveränderter Reihenfolge beliebig oft 
wiederholt, die Reihe (1) zusammen, da 

Fny F2n, . . ., Fkn idcutisch mit jF, 

Fn^ly i^2n+l, . . ., Fkn+1 „ j, Fiy 
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allgemein F,,+, identisch mit Fr ist. Aus diesem Grunde 
nennt man die Formen (2) die Periode der Form F. 
Man kann, von F ausgehend, auch die Formenreihe 

bilden, von denen jede der folgenden nach rechts benachbart 
ist, und als Periode von F die Reihe 

(4) JP_(„_1), JP__(n_2) j • • . ; ^—1; F 

nehmen. Auch erkennt man sofort, dass F^k identisch mit 
Fn-k ist. 

Beispiel. Für die Determinante 89 ist (8, 3, — 10) 
eine reducirte Form, deren Periode aus folgenden 14 Formen 
besteht: 

(8, 3, - 10), (- 10, 7, 4), (4, 9, - 2), (- 2, 9, 4), 

(4, 7, - 10), (- 10, 3, 8), (8, 5, - 8), (- 8, 3, 10), 

(10, 7, - 4), (- 4, 9, 2), (2, 9, - 4), (- 4, 7, 10), 

(10, 3, -8), (-8, 5, 8). 

Lehrsatz I. Die Periode jeder reducirten Form 
enthält eine gerade Anzahl Glieder. 

Beweis. Da die ersten Coefficienten der Formen JP, JPj, 
JPg, • . . abwechselnd die Vorzeichen + und — haben, so haben 
die ersten Coefficienten von F^ F^, JF4, . . ., 1^2* dasselbe 
Vorzeichen. Wenn also Fn mit F identisch sein soll, so muss 
n eine gerade Zahl sein. 

Lehrsatz IL Ist G eine reducirte Form der Deter- 
minante D, welche der Periode der reducirten Form 
F nicht angehört, so kann auch keine Form der Pe- 
riode von 6r sich in der Periode von F vorfinden. 

Beweis. Wäre Gk identisch mit Fi, so müsste Gk^i iden- 
tisch mit Fi^iy allgemein G^+m— * = Gm identisch mit JFVf^— * 
sein, oder, wenn m die Anzahl der Formen bezeichnet, welche 
die Periode von G enthält, in welchem Falle Gm identisch 
mit G ist, es müsste sich G in der Periode von F vorfinden, 
was der Voraussetzung widerspricht. 

Wenn also die Periode von F nicht alle reducirten 
Formen der Determinante D enthält, so können wir eine 
dieser Periode nicht angehörende Form G wählen und die 
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Periode von 6r bilden; diese enthält gleichfalls eine gerade 
Anzahl von Formen, die von denen der Periode von F ver- 
schieden sind. Sind jetzt die reducirten Formen der Deter- 
minante D noch nicht erschöpft, so wählen wir eine Form 5, 
welche sich Weder in der ersten, noch in der zweiten Periode 
vorfindet, und erhalten eine dritte Periode. So fahren wir 
fort, bis alle reducirten Formen von D untergebracht sind. 
Die reducirten Formen einer positiven nichtquadratischen 
Determinante lassen sich also in Perioden vertheilen, von 
denen jede eine gerade Anzahl Formen enthält, und zwar 
wird jede reducirte Form nur in einer dieser Perioden vor- 
kommen. 

Beispiele. I. Für die Determinante 19 giebt es zwei Pe- 
rioden reducirter Formen, nämlich 

(3, 2, - 5), (- 5, 3, 2), (2, 3, - 5), (- 5, 2, 3), 

(3, 4,-1), (-1,4, 3) 
und 

(5, 2, - 3), (- 3, 4, 1), (1, 4, - 3), (- 3, 2, 5), 

(5,3, -2), (-2, 3, 5). 

IL D = m. 

1. Periode. (7, 1, — 7), (- 7, 6, 2), (2, 6, - 7), 

(-7, 1, 7), (7, 6, -2)," (-2, 6, 7). 

2. Periode. (5, 5, - 5), (— 5, 5, 5). 
.3. Periode. (1, 7, — 1), (- 1, 7, 1). 

III. i) == 95 . 

1. Periode. (5, 5, - 14), (— 14, 9, 1), (1, 9, — 14), 

(- 14, 5, 5). 
. 2. Periode. (14, 5, — 5), (— 5, 5, 14), (14, 9, - 1), 

(-1,9, 14). 

3. Periode. (7, 5, — 10), (— 10, 5, 7), (7, 9, - 2), 

(- 2, 9, 7). 

4. Periode. (10, 5, — 7), (— 7, 9, 2), (2, 9, - 7), 

• (-7,5,10). 
§ 119. Gefährten von reducirten Formen und 
von Perioden. — Eine reducirte Form heisst der Gefährte 



Quadratische Formen mit positiver nichtquadrat. Determinante. 319 

einer andern^ wenn beide aus denselben, aber in umgekehrter 
Reihenfolge geschriebenen Gliedern bestehen. So ist (3, 8, — 5) 
der Gefahrte von (— - 5, 8, 3), (+ a,b, + aj der Gefahrte 
von (+ «i; b, + a). 

Lehrsatz I. Sind F und f zwei reducirte Formen 
einer Determinante D, und ist F der Gefährte von f, 
so enthält die Periode von F genau so viele Formen 
wie die von f, und zwar ist jede Form von f der Ge- 
fährte einer Form von F. 

Beweis. Wir bilden die Form JP_i, welche F nach links 
benachbart ist, und die Form ^j, welche f nach rechts be- 
nachbart ist. Dann erkennen wir aus der Bildungsweise die- 
ser Formen I^_i, ^j sofort, dass beide Gefährten sein werden. 
Daraus folgt weiter, dass auch JFL2 und f^, allgemein F—k und 
fk Gefährten sind. Ist nun 

TP TP TP TP TP 

die Periode von F und 

/ ? 117 /2? • • •? fn—1 

diejenige von /, so muss m = w — 1 sein. 

Wäre nämlich m<,n — 1, so würde die links von F—m 
stehende Form, d. i. F, der Gefährte von fm^^i sein. Nach der 
Voraussetzung ist aber f der Gefährte von F-, also müsste 
die Form f mit einem Gliede fm^i ihrer Periode iden- 
tisch sein. 

Ebenso würde die Annahme m > n — 1 zu dem Ergeb- 
nisse führen, dass die Form jP mit einem Gliede ihrer Periode 
identisch wäre. 

Da beides unmöglich ist, so muss w = n — 1 sein, d. h. 
beide Perioden enthalten gleich viel Glieder. 

Von zwei Perioden von solcher Beschaffenheit, dass die 
Formen der einen beziehungsweise die Gefährten der Formen 
der andern sind, sagt man, die eine Periode sei der Ge- 
fährte der andern. 

Beispiel. Für die Determinante 82 giebt es 4 Perioden 
reducirter Formen : 

1. Periode. (9, 1, - 9), (- 9, 8, 2), (2, 8, —.9), 

(-^9, 1,9), (9, 8, -2), (-2,8,9). 
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2. Periode. (6, 4, — 11), (— 11, 7, 3), (3, 8, —6), 

(-6,4,11), (11, 7,-3), (—3,8,6). 

3. Periode. (— 11, 4, 6), (6, 8, — 3), (— 3, 7, 11), 

(11,4,-6), (-6,8,3), (3, 7,-11). 

4. Periode. (1, 9, - 1), (- 1, 9, 1). 
Die 2*® und 3*® Periode sind Gefährten. 

Es kann auch vorkommen, dass eine Form und ihr Ge- 
fährte sich in derselben Periode vorfinden; dann ist die 
Periode ihr eigener Gefährte. Solcher Art sind im obigen 
Beispiel die 1*® und die 4*® Periode. In diesem Falle be- 
steht der 

Lehrsatz II. Eine Periode, die ihr eigener Gefährte 
ist, enthält zwei ambige Formen. 

Beweis. Es sei 

die Periode von F und F]e der Gefährte von jF. Da F und 
Fk als Gefährten Zahlen mit entgegengesetzten Zeichen zu 
ersten Coefficienten haben, so muss h eine ungerade Zahl 
sein, die wir 2m + 1 nennen wollen. Es sind also JF2TO+1 
und Fy folglich auch F^m und J?\, ebenso F^m-i und jFg, 
u. s. w., endlich jF«i-fi und Fm Gefährten. 

Es sei jetzt 
und 

•fm+l = ( Ctm-\-ly ^ni+l; dtn-^-y y 

SO geht aus der Bildungsweise der Periode hervor, dass 

im + 6»n+i ^ (mod. a^+i) 

ist; da aber hm == 6m+i ist, so erhalten wir hieraus 

26,„+i ^ (mod. a^+i) , 

und somit ist jF^^+i eine ambige Form. 

Dass die Periode von F noch eine zweite ambige Form 
enthält, beweist man auf folgende Weise: Da F mit jFg« iden- 
tisch ist, so sind auch i^2m+i und F^n Gefährten; folglich 
sind auch ^2^+2 und F^n-iy ebenso 2^2 m+s und F^n^^, u. s. w., 
endlich jP^+„+i und jPm+n Geßlhrten. Hieraus folgt aber, wie 
oben, dass Fm-\.n-\-i eine ambige Form ist, und da m + 1 und 
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m -{- n -{- 1 für den Modul 2n nicht congruent sind, so sind 
die beiden ambigen Formen, die wir erhalten haben, von ein- 
ander verschieden. 

Beispiel. Die erste Periode der reducirten Formen für 
die Determinante 82 hat die beiden ambigen Formen (2, 8, — 9), 
( — 2, 8, 9); die 4*® Periode besteht aus zwei ambigen Formen. 

Lehrsatz III. Jede Periode, die eine ambige Form 
enthält, ist ihr eigener Gefährte. 

Beweis. Ist Fm eine ambige Form, so ist Fm—i der Ge- 
fährte von Fmt also die Periode ihr eigener Gefährte. 

Zusatz. Eine Periode kann niemals nur eine am- 
bige Form enthalten. 

Lehrsatz IV. Eine Periode reducirter Formen kann 
nicht mehr als zwei ambige Formen enthalten. 

Beweis. Wir nehmen an, die Periode 

enthalte die drei ambigen Formen Fiy Ffiy Fy, wo A, /it, v 
ungleiche Zahlen seien, die zwischen und 2n — 1 liegen. 
Dann sind zunächst Fx^i und Fx^ ebenso Fx^2 und Fx^i, u. s. w., 
endlich F und F^x—i Gefährten. Auf dieselbe Weise erkennt 
man, dass F und jFa^i— i, sowie F und Fiv—i Gefährten sein 
müssen. Es müssten also die drei Formen 

F^x—if F2IH—1, Fiv-i 

identisch, somit die Zahlen 2A— -1, 2(i — 1, 2y — 1 in Be- 
ziehung auf den Modul 2n und daher die Zahlen k^ [i^ v in 
Beziehung auf den Modul n congruent sein. Zwischen Null 
und 2n — 1 liegen aber keine drei Zählen, die für n als Modul 
congruent sind; folglich kann die Periode auch nicht drei 
oder mehr ambige Formen enthalten. 

§ 120. Transformation einer reducirten Form 
in eine beliebige andere Form derselben Periode. — 
Es sei f=(a, 6, — a^) eine reducirte Form der positiven 
uichtquadratischen Determinante 2), und es seien auf die oben 
dargelegte Weise die beiderseits benachbarten reducirten 
Formen, also die nach beiden Seiten unbegrenzte Reihe 

. . ., (a-2, fe--2, — a-i), (— a-i, 6_i, a), (a, 6, — aj, 

(— «i> hy «2)j • • • 
Wortheim, Zahlentheorie. 21 



(2) 
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gebildet; deren Glieder beziehungsweise mit 

• • •; /— a> /— 1> ty tu • • • 
bezeichnet werden sollen. Wir stellen uns die Aufgab e^ eine 
eigentliche Substitution zu suchen, welche irgend ein Glied 
der Reihe in irgend ein anderes transformire. 

Setzen wir, wie im Falle einer negativen Determinante^ 

und nehmen an, f gehe in fk über durch die Substitution 

> 

so ergiebt sich wie früher, dass 

< 

ist, und da wir die Werthe 

«1 = 0, A = -l, yi = l, *i=Äx 

kennen, so ist die Aufgabe ftlr positive Werthe von h (für 
die von f aus nach rechts liegenden Glieder der Reihe) er- 
ledigt. 

Weiter wird nach § 98 /* in /Li transformirt durch die 

Substitution 

X = hx^i + y-i, y = — ä;-i, 

allgemein /— {*-.i) in /Lj durch 

(3) x^k-i) = Ä__(;t_i)a;_* + y— *; y--(*-i) ==* — ^— * • 

Nehmen wir nun an, f gehe in /L* über durch die Sub- 
stitution 

X = a^kX^k + ß-kV^ 

y = y_t rr_jfc + d_jby-* , 
so verwandelt sich f in /—(*— i) , wenn man 

y = r-{k-i)X-^k-i) + *-(A>-i)y-{*-i) 

setzt, und f—ik—i) in /L* durch die Substitution (3), also f in 
/Ljfc, wenn 

^ = «-(t~i) (Ä_-(jfc_i):r_ifc + y-Jfc) — ß-ik-i)X.-i 

y = ;^_(ifc_i) Qi^k-i)X^k + y^-k) — *-(*-!) :r-jfc 



I 
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(4) 



gesetzt wird. Es muss somit 

ß—jt = «—{*— 1) 

sein. Die Werthe von a^jt, y^k lassen sich offenbar auch 
folgendermassen schreiben: 

cc—k = Ä_(i_i)a_(jt_i) — «— (*— 2) 

und da; wie wir gesehen haben, 

a«i = Ä, /3_i = 1, y^i = — 1, d_i = 

ist; so ist die Aufgabe auch für negative h (für die links von 
f liegenden Glieder der Reihe) erledigt. 

Durch Einschaltung der Substitution, welche die Coeffi- 
cienten 

«0 = 1., /'o = 0,yo = 0, (Jo=l 

hat, und welche f offenbar unverändert lässt, bewirken wir, 
dass die gleichnamigen Coefficienten aller Substitutionen nach 
beiden Seiten hin unbegrenzte Reihen bilden, welche beziehungs- 
weise den Gesetzen gehorchen 

CCm4-l '=^'^m^m — «m— 1 
ßm-\-l = Äm+l ßm — ßmr-l 
ym+1 ="1^7 m — ym— 1 
^m+1 = ^m-fl^m — ^m— 1 ; 

WO m jede positive oder negative ganze Zahl sein kann. 

Beispiele. I. Es soll die dritte Form der oben für 2) = 82 
erhaltenen dritten Periode in die übrigen transformirt werden. 
Es ist 

(-11, 4, 6) = /L2, (6, 8, -3) = /Lx, (-3, 7, 11) = /-, 

(11,4, -6)=/;, (-6, 8,3) = /;, (3,?;- 11) = ^, 
also 

Ä_i = 2, 7iQ= — 5, Äj = l^ ^2 = — 2, Ä3 = 5. 

Wir schreiben nun die Werthe h in eine Horizontallinie und 
unter Jiq die Zahl «^ = 1 , unter \ ebenso /Jq = 0. Darauf 
multipliciren wir }i^ mit ß^j subtrahiren vom Produkt a^ und 

21* 
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schreiben den Rest unter h^. So fortfahrend finden wir ß^ = 2, 
/3j = 11. Nach demselben Gesetz führen wir die Reihe rück- 
wärts und erhalten /J_2 = — 5; der letzteren Zahl würde 
(nach diesem Gesetz) — 11 vorhergehen. Ebenso bilden wir 
eine zweite Reihe, indem wir yo = ^ unter Ä^ und 0^ = 1 
unter h^ setzen und wie oben verfahren. Es ist dann all- 
gemein die erste unter hk stehende Zahl ßk—iy die links davon 
stehende Zahl «*— i, die zweite unter hk stehende Zahl di^i 
und die links davon stehende Zahl yk-^i. Die Anordnung für 
dieses Beispiel würde also folgende sein: 





Ä_i=2 


K 5 


\ — l 


Äj = -2 


A3 — 5 




- 11 


5 


1 





— 1 


2 


11 


— 2 


-1 





1 


1 


-3 


16 



IL Die Determinante 103 hat 2 Perioden reducirter 
Formen; die eine ist 

/U = (9, 2, - 11), /•_, = (- 11, 9, 2), /L, = (2, 9, - 11), 

/■_! = (- 11, 2, 9), /•=(9, 7, -6), /l = (-6, 5, 13), 

/; = (13, 8, -3), ^ = (-3, 10, 1), /i = (l. 10, -3), 

/j = (- 3, 8, 13), ^ = (13, 5, - 6), /i = (- 6, 7, 9). 

Es soll / in alle übrigen Formen transformirt werden. 
Man erhält die Tabelle 





A_3 1 


A_8 — 9 


A_i — — 1 


Äo=l 


21 


19 


-2 


1 


1 


11 


10 


1 


— 1 






Äi= 2 


Ä, = l 


A3 • 6 


Ä^ = 20 


h 6 





1 


— 1 


7 


141 


1 


— 2 


— 3 


20 


403 



As-l 


h, 2 




853 


-994 


2841 


2438 


2841 


8120 
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Danach geht z. B. /* in /4 über durch die Substitution 

a; = 7x' + Uly' 

.y = 20a;' + 403y', 
u. s. w. 

§ 121« Zusammenhang zwischen der Form (a, b, c) 
und den Wurzeln der Gleichung a + 26(d + C(o^ = 0. — 
Wir haben oben gesehen, ^ass die für jede Determinante vor- 
handenen reducirten Formen sich in Perioden ordnen lassen, 
und dass sämmtliche Formen einer jeden Periode unter einander 
eigentlich äquivalent sind. Es fragt sich nun, ob nicht auch 
zwei reducirte Formen, die verschiedenen Perioden angehören, 
äquivalent sein können. Diese schwierige Frage wollen wir 
nach Lejeune Dirichlet (Abhandlungen der Berliner Akademie, 
1854) behandeln, dessen Betrachtungsweise nicht allein die 
Sache erheblich vereinfacht, sondern auch den an sich in- 
teressanten Zusammenhang zwischen den Gliedern der Periode 
einer reducirten Form und der Kettenbruch-Entwicklung der 
irrationalen Wurzeln einer von den Coefficienten der Anfangs- 
form abhängigen Gleichung zweiten Grades ins^ Licht treten 
lässt. 

Wir denken uns die Form 

ax^ + 2bxy + cy^ = (a, &, c) 
gleich Null gesetzt, also die Gleichung 

a + 2b(o + co* = 

gebildet, deren Unbekannte o das Verhältniss — ausdrückt, 
und welche die Wurzeln 

c 

hat. Darin ist D ^^l^ — ac (die Determinante der Form), 

und wir setzen fest, dass unter ]/5 immer die positive 
Quadratwurzel aus D verstanden werden soll. Die dem oberen 
Zeichen entsprechende Wurzel soll die erste, die dem un- 
teren Zeichen entsprechende die zweite Wurzel der Form 
(a, 6, c) heissen. 

Liegt eine zweite Form 

a,Xj^ + 2\xiy^ -\- c^y^^ 
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vor, so besitzt auch diese in dem dargelegten Sinne zwei 
Wurzeln 

_ - 6, HF Vl\ 



G) 



' 



und wir werden zwei Wurzeln zweier Formen gleichnamig 
nennen, wenn beide erste oder beide zweite Wurzeln sind; 
im entgegengesetzten Falle sollen dieselben ungleichnamig 
heissen. 

Wie eine Form ihre beiden Wurzeln bestimmt, so wird 
umgekehrt offenbar auch eine Form bestimmt sein, sobald 

ihre Wurzeln gegeben sind. Ist z. B. der Ausdruck 

für die Wurzeln einer Form, so ist der dritte Coefficient der 
Form 5, der zweite — 3, und damit die Determinante + 19 
sei, muss man den ersten Coefficienten = — 2 setzen; die 
Form ist also ( — 2, — 3, 5). 

Anmerkung. Für eine reducirte Form (a, b, — «J er- 
giebt sich Folgendes: 

Die erste Wurzel - — dieser Form ist offenbar positiv 

und > 1; denn nach § 115 ist [aj <6 + YD. Die zweite 

Wurzel — dagegen ist negativ (yD > 6), und da 

[aj >YD-b 

ist, so ist ihr absoluter Werth < 1. 

Es seien jetzt 
/•«= ax^ + 2hxy + oy^ und ^ = a^Xj^ + ^b^x^y^ -j- Cj^i' 
zwei eigentlich äquivalente Formen, und zwar möge f in fi 

durch die Substitution 

X = ax. + ßy. 

(1) 

übergehen, wo 

(2) aS — ßy = +l 

ist. Dann gelten folgende Sätze: 

Lehrsatz I, Bezeichnen o und o^ zwei gleichnamige 
Wurzeln der beiden Formen /*, /i, so bestehen die 
beiden Gleichungen 

/QN CO = ^ ' ^ und CO. = ^ t; • 



Quadratische Formen mit positiver nichtquadrai Determinante. 327 

Beweis. Es ist 



O == 



y_ ^ y^i + ^yi _ ^i ^ y + ^o>i ^ 



x^ 



Da umgekehrt die zweite Form in die erste transformirt 
wird, wenn man 

x^ '^ Sx — ßy 

Vi = — rx + ay 
setzt, so ist 

CO -=^ ^^ __ — yg + «y ^^ — y + «<o , 

^ a?! 8x —■ ßy d — ßm ' 

Zusatz. Zwischen gleichnamigen Wurzeln zweier 
benachbarten reducirten Formen bestehen die Glei- 
chungen 

(4) • «0 = — h und Oj == — 



(Ol * CO ~\- h 

Beweis. In diesem Falle ist nach § 120 

« = 0, ß l^y = + l, d = Ä, 

und durch Einsetzung dieser Werthe in (3) erhält man sofort 
die Gleichungen (4). 

Lehrsatz IL Findet für ein Paar gleichnamiger 
Wurzeln der Formen f, /J der Determinante 2) eine 
der Gleichungen (3) statt, und erfüllen zugleich die 
gaifzen Zahlen a, j3, y^ S die Bedingung (2), so sind 
die Formen äquivalent, und die erste geht durch die 
Substitution (1) in die zweite über. 

Beweis. Es ist 

fl, ^ , to, ^^ 

Nun soll 

_ /- b + yTt \ 



<.(: 



6 + 1/M ^ ^ßb^6c + ßVS 



sein. Wir erweitern die rechte Seite, um den Nenner rational 
zu machen, mit ßh -{- de -{• ß YD und erhalten 
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__ -[aaß + h(ad + ßy) + cyd]+yD 
~ aß^ + 2bß8 + cd^ 

Somit [§ 98] ist (äj, b^, c^) wirklich die Form, in welche 
(a, b, c) durch die Substitution (1) transformirt wird. 

Der Beweis würde sich ebenso gestaltet haben, wenn wir 
von den beiden ersten Wurzeln der Formen ausgegangen 
wären. 

§ 122. Zusammenhang zwischen den Gliedern der 
Periode einer reducirten Form und der Kettenbruch- 
Entwicklung einer Wurzel der Ausgangsform. — 

Es sei 

..., (+0^-2, &-2, ff-l), (— ^_1, 6-1, +0), 

(+ «; 6, — «0; (— «1, 6i» «2). • • • 

oder 

die beiderseits unbegrenzte Reihe reducirter Formen, von 
denen jede der folgenden nach links benachbart ist. Ferner 
sei wieder 

Da es gleichgiltig ist, welchem Gliede der Reihe wir den 
Index Null beilegen, d. h. welches Glied wir als Anfangsglied 
ansehen, so soll zur Vermeidung unnützer Unterscheidungen 
angenommen werden, dass der erste Coefficient der Form /i, 
also überhaupt der erste Coefficient jeder Form mit geradem 
Index positiv sei. Unter dieser Voraussetzung werden auch 
Äq, Äg, A4, ... positiv sein, jedes h mit ungeradem Index da- 
gegen negativ. Ebenso erkennt man leicht aus dem Ausdruck 
der Wurzeln, dass die erste Wurzel jeder Form positiv oder 

negativ ist, je nachdem die Form einen geraden oder ungeraden 
Index hat. Mit den zweiten Wurzeln verhält es sich um- 
gekehrt. 

Sind nun ©o, o^, cog; ... gleichnamige (etwa erste) Wur- 
zeln der Formen /J^, f^, f^^ . . ., so ist nach dem Zusatz zum 
Lehrsatz I des vorigen Paragraphen 
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(Oq = — h. , a)| = — Äa , 

(Da ~— tlo • • • • • 

^ 3 CÖ3' 

Multipliciren wir jetzt die zweite, vierte, u. s. w. dieser 
Gleichungen mit — 1, so erhalten wir das System 

(Oo = — K+ —— , — c^ = Ag + _, 



«1 ** »a 



»2 = — ^3 + -— r > — «»3 = ^^4 + — , 



(ög' " ' ' CÖ4 



Da Äi, A3, ... negativ sind, so sind — Aj, — A3, . . . positive 
Zahlen. Wir wollen für diese positiven Zahlen der Kürze 
halber einfach A^, A3, ... schreiben. Dann sehen wir Fol- 
gendes: Die erste Wurzel cOq der Ausgangsform ist gleich dem 
unendlichen Kettenbruch, dessen unvollständige Quotienten die 
absoluten Werthe der oben definirten Grössen h sind. Da 
letztere eine rein periodische Reihe bilden, so ist auch der 
Kettenbruch rein periodisch. 

Beispiele. I. Die Determinante 29 hat 2 Perioden redu- 
cirter Formen: 
1. Periode. 
(5, 2,-5), (- 5, 3, 4) , (4, 5,-1), (- 1, 5, 4), 
(4,3,-5), (-5,2,5), (5,3,-4), (-4,5,1), 

(1,5,-4), (-4,3,5). 

Die erste Wurzel der Gleichung 

5 + 4o — 5c|2 = 

ist 

2 + v/29 

Da nun 

Ai = -1, h, = 2, A3 = — 10, \ = 2, 
K = —^y ^6 = 1 , A7 = — 2, Ag = 10 , 

h = — 2, Aio = l 
ist, so ist (D gleich dem rein periodischen Kettenbruch, für 
welchen 

1, 2, 10, 2, 1, 1, 2, 10, 2, 1 

die Periode der unvollständigen Quotienten ist. 
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[Man beachte den Umstand, dass diese Periode eine Dop- 
pelperiode ist], 

2. Periode. (2,5,-2), (—2,5,2). 

Die erste Wurzel der Gleichung 2 + lOo — 2cd* == ist 

o = • 

2 

Nun ist 
also 



6 + y29_- 1 



6 + 



6+ . 

IL Eine Periode von 91 ist 
(9,1,-10), (-10,9,1), (1,9,-10), (-10,1,9), 
(9, 8,-3), (- 3, 7, 14), (14, 7,-3), (- 3, 8, 9). 

Die Gleichung 9 + 2ci — 10 cd* = hat die erste Wur- 
zel ~ — ^t_L — , pjxr diese ergiebt sich, da 

Äi = — 1 , Ä2 == 18 , Äg = — 1 , A4 = 1 , 

Ä5=— 5, ^6= 1, ^7= — 5, Ä8 = l 

ist, der Kettenbruch, welcher zur Periode die unvollständigen 
Quotienten 1, 18, 1, 1, 5, 1, 5, 1 hat. 

§ 123. Aequivalenz der Formen einer positiven 
nichtquadratischen Determinante. — 

Hilfssatz. Finden zwischen zwei Grössen c», o^ und 
den ganzen Zahlen a, /J, y, d, deren erste nicht Null 
ist, die Relationen 

a + pcoi ' ^ ' 

statt, so lässt sich immer eine Gleichung der Form 

[§ 34.] 

CD = (A, m, . . ., r, (j, (»i) 

bilden, in welcher von den ganzen Zahlen A, w, ...,f,tf 
nur die erste und die letzte Null oder negativ sein 
können, die Zwischenglieder aber, wenn sie nicht 
ganz fehlen, positiv und in gerader Anzahl vor^ 
banden sind. 
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Beweis. Wir dürfen, ohne die Allgemeinheit der Be- 
trachtung zu beeinträchtigen, «.als positiv voraussetzen; denn 
wenn a negativ wäre, so dürften wir jeder der 4 Grössen a, 
ß, y, d das entgegengesetzte Zeichen geben, ohne dass dadurch 
die Gleichungen, die unsere Voraussetzung bilden, geändert 
würden. 

Ist nun a = 1, so erhält man sofort d = 1 + /3y; also 
geht die Gleichung für o über in 



0)1 



1 + 130)1 1 + ß^i '^ ' P + 

Ist dagegen a> 1 , so verwandle man den rationalen 
Bruch ~ in einen Kettenbruch, wobei alle Divisionsreste posi- 
tiv gewählt werden mögen. Wir nehmen an, es ergebe sich 

-J=(A, w, ..., r); 

dann sind die unvollständigen Quotienten m, . . ., r positiv. 
Nur A kann auch Null oder negativ sein. Ferner lässt es 
sich so einrichten, dass die Anzahl der Grössen m, . . ., r eine 
gerade ist, da wir im entgegengesetzten Falle r durch 

r — 1 + ~r ersetzen , die Zahl der in Rede stehenden Quo- 
tienten also um eine Einheit vermehren könnten. Es sei 2h 
die Anzahl der Grössen w, . . ., r. Ferner nehmen wir au, es 
seien die Näheruugsbrüche gebildet, die sämmtlich irreducibel, 
und deren Nenner offenbar positive Zahlen sein werden. Der 

letzte Näherungsbruch ist — selbst, der vorletzte ^; dann 

ist bekanntlich 

yN2k — aZ2k = — 1. 
Es ist aber auch 

yß — aS== — ly 
also 

y(Nu-ß)=-cciZ^ — d). 

Da y und a prim zu einander sind , so muss y in Z^k — S 
und a ebenso oft in ^2* — ß aufgehen. Es sei 

y a ^ 

so ist d = y0 -{- Zuf /J = a<y -f- N^k- 
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Folglich scLliesst sich der Bruch -j der Reihe der Näherungs- 

brtiche direkt an, wenn der E>eihe der unvollständigen Quo- 
tienten der neue Quotient 6 zugefügt wird, oder es ist 

j = {X, m, ..,r, 6). 

Fügt man endlich als letzten Quotienten die Grösse co^ an, so 
erhält man, wie aus der Zusammenstellung 



A 


m 


w 


• • * 


r 


6 


»i 




1 




X 

1 


mX + 1 
m 


• • • 


^2k 
^8* 


Y 

a 


ß 





sofort erhellt, als letzten Näherungsbruch ö^^-tt^ y und da 

diese Grösse = co ist, so ist in der That 

o = (A, m, . . . , r, <y, Oj) . 

Aufgabe. "Man hat eine irrationale Grösse co in einen 
Kettenbruch 

entwickelt, in welchem die Glieder erst von p incl. an posi- 
tive ganze Zahlen sind, während .einige der vorhergehenden 
unvollständigen Quotienten den Werth Null haben oder negativ 
sind. Man soll den Kettenbruch in einen andern verwandeln, 
welcher nur positive Glieder enthält. 

Lösung. Wir werden sehen, dass sich die Aufgabe durch 
eine Reihe von Umformungen des Kettenbruchs lösen lässt, 
bei welchen die Glieder, die auf ein hinlänglich weit ent- 
ferntes Glied u folgen, unberührt bleiben, während sich die 
Anzahl der von den Umformungen betroffenen Glieder um 
eine gerade oder ungerade Zahl ändert, je nachdem o positiv 
oder negativ ist. 

Dies zu zeigen, nehmen wir an, v sei der letzte unvoll- 
ständige Quotient, der nicht positiv ist. Zugleich setzen wir 
aber zunächst voraus, dass v nicht der erste unvollständige 
Quotient überhaupt sei. Dann sind folgende Fälle zu unter- 
scheiden: 

1. Fall. Es sei v = 0. Dann ist der in Rede stehende 
Theil des Kettenbruchg 
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^ + yn: 1_ = (f* + P) + • . 5 
P + ' 

es ist also an die Stelle der drei Glieder /it, v =0, p das eine 
Glied f* + ^ getreten, d. h. die Anzahl der Glieder hat sich 
um eine gerade Zahl verändert, während die in dem Vor- 
handensein negativer oder verschwindender unvollständiger 
Quotienten bestehende Unregelmässigkeit um wenigstens eine 
Stelle nach links gedrängt ist. 

2. Fall, Es sei v eine negative Zahl — n und n> 1. 
Dann liefert die Identität 

zunäclist 

_Ä+Jl - U-- ^,r, ,, 1 

X LicJ (h — 1) . 

^ ^ X 

Wenden wir dies auf den in Rede stehenden Theil des Ketten- 
bruchs an, so erhalten wir 



l^ + ^ = (^-l) + T+ 



darin bezeichnet p' den mit p beginnenden Theil des Ketten- 
bruchs. Weiter liefert dieselbe Identität, wenn der mit q be- 
ginnende Theil des Kettenbruchs mit g bezeichnet wird, 

d. i. 

(n-l) + -^-i-P= = (»-2) + 



es ist also 

f + :ii+i_l =(ft-l, 1, «-2, \,p-l,q'). 

An die Stelle der drei geänderten unvollständigen Quotienten 
ft, 1/, p sind also die fünf f* — 1, 1, w — 2, 1, jp — 1 ge- 
treten, von denen höchstens der erste, d. i. ^i — 1, negativ 
ist. Jede der Grossen n — 2, p — 1 kann gleich Null sein, 
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aber diese Unregelmässigkeit lässt sich auf die im 1. Fall an- 
gegebene Weise beseitigen. Jedenfalls ist die Unregelmässig- 
keit im Kettenbrach eine Stelle links geschoben ^ und dabei 
hat sich die Anzahl der unvollständigen Quotienten um eine 
gerade Zahl geändert. 

3. Fall. Es sei V = — 1 und zugleich jp> 1. 

Dann ist 



z^+^i + JL-. 1 =i(^-2) + ^l_ 



Wenn hierin jp -— 2 = sein sollte, so würde das im 1. Fall 
dargelegte Verfahren diese Unregelmässigkeit leicht beseitigen, 
und da hierbei die Anzahl der unvollständigen Quotienten sich 
um eine gerade Zahl ändern würde, während die Beseitigung 
des negativen Gliedes i/ = — 1 in diesem Falle jene Anzahl 
überhaupt unverändert lässt (die drei Glieder [i, — 1^ p wer- 
den durch [i — 2, 1, jp — 2 ersetzt), so kann auch hier jene 
Anzahl sich nur um eine gerade Zahl ändern. 

4 Fall. Es sei v = — 1 und zugleich jp = 1. Dann 
besteht die Identität 

also erhalten wir für den in Bede stehenden Theil des Eet- 
tenbruchs 

oder nach der im 2. Falle benutzten Identität 

1 



fi~2-3 + 



1 + 



r-i + 7 



Sollte r — 1=0 sein, so würden wir wie im 1. Falle 
verfahren. Da die fünf unvollständigen Quotienten ft, — 1, 
1, g, r durch die drei ^ — 2 — g, 1, r — 1 ersetzt sind, so 
hat sich die Anzahl derselben um eine gerade Zahl geändert. 

In allen Fällen haben wir also die Unregelmässigkeit im 
Kettenbruch um wenigstens eine Stelle nach links gedrängt, 
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und dabei hat sich die Anzahl der Glieder um eine gerade 
Zahl geändert. 

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens können 
wir bewirken, dass alle unvollständigen Quotienten des Ketten- 
bruchs; mit Ausnahme des ersten, ganze positive Zahlen sind; 
dabei sind die Glieder von einer bestimmten in endlicher 
Entfernung liegenden Stelle an unverändert geblieben, und die 
Anzahl der veränderten Glieder hat um eine gerade Zahl zu- 
oder abgenommen. 

Ist nun zugleich das erste Glied a nicht negativ, so ist 
das Verfahren geschlossen und der Sata, wie wir ihn oben 
formulirt hatten, bewiesen. Hat dagegen das erste Glied den 
negativen Werth — «, so ist, wenn /J > 1 ist. 



— Cf + 



ß + 






a + 



-K^) 



y/j 



(«-l) + i 



+ 






und wenn ß = 1 ist, so erhält man 



^ + T 






A-- — 1 



ccyd' + ad' — yd' + a — 1 
yd' + d' + 1 



■(«-i)+irTT+-i 



Bei dieser letzten Operation sind also, wenn /? > 1 ist, die 
beiden Glieder — a, j3, durch die drei a — 1 , 1, /S — 1, und 
wenn /S = 1 ist, die drei Glieder — a, 1, y durch die beiden 
a — 1 , y + 1 ersetzt. Somit ist, wenn der Kettenbruch einen 
negativen Werth hat, die Anzahl der geänderten Glieder um 
eine ungerade Zahl vermehrt oder vermindert worden. 

Diese Betrachtungen werden uns einen einfachen Beweis 
des folgenden wichtigen Satzes liefern: 

Lehrsatz. Wenn zwei reducirte Formen einer posi- 
tiven nichtquadratischen Determinante eigentlich 
äquivalent sind, so ist die eine ein Glied der Periode 
der andern. 

Beweis. Wir können uns für jede der beiden vorgelegten 
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Formen die Periode gebildet denken. Da nun alle Formen 
einer Periode unter einander äquivalent sind, so werden die 
vorgelegten Formen hinsichtlich der Aequivalenz sich ganz so 
verhalten, wie eine beliebige Form der ersten und eine be- 
liebige Form der zweiten Periode. Wir wählen nun zum Ver- 
gleich aus jeder Periode eine Form, deren erster Coefficient 
positiv ist; dann wird auch die erste Wurzel jeder dieser bei- 
den Formen positiv sein. Die aus der ersten Periode genom- 
mene Form sei g?Q = (a, 6, c), die zugehörige erste Wurzel %] 
aus der zweiten Periode sei 9q = (A, B, C) mit der ersten 
Wurzel SIq genommen. 

Wie wir gesehen haben, lässt sich dann sowohl o^, als 
auch SIq durch einen periodischen Kettenbruch ausdrücken, 
dessen unvollständige Quotienten ganze positive Zahlen sind. 

Es sei 

^0 ^^ (^0 ; ^1 > ^2 ; • • • ) ; 

SIq ä= (Kq, Ku K^, . . .). 

Setzen wir jetzt voraus, beide Formen seien eigentlich äqui- 
valent, und die erste gehe in die zweite durdi die Sub- 
stitution 

x=^aX+ ßY 

y = yX+öY 

über, wo aS — ßy = -\- 1 ist, so besteht nach § 121 zwischen 
cog und ißg die Beziehung 

Nun muss a von Null verschieden sein. Wäre nämlich 
a = 0, so würde y = + 1 sein, und die bekannte Transfor- 
mationsgleichung 

A = aa^ + 2hay + cy^ 

würde A = c liefern, was unmöglich ist, da nach unserer Vor- 
aussetzung A eine positive, c eine negative Zahl ist. 

Wenn aber a von Null verschieden ist, so liefert der 
obige Hilfssatz uns eine Gleichung von der Form 

cDo = (A, m, ..., r, 6y Sl^) 
WO die Zahl der Glieder A, m, . . ., r, ö eine gerade ist Diese 
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Zahl sei 2g, Werden aus dem Kettenbruch die Glieder, welche 
Null oder negativ sind, entfernt, so bleiben die Glieder von 
einer bestimmten Stelle an unverändert. Das erste Glied, 
welches unberührt bleibt, sei K^. Die Anzahl der vorher- 
gehenden Glieder ändert sich, da <0q positiv ist, um eine ge- 
rade Zahl 2h, und zwar ist h positiv. Null oder negativ, je 
nachdem die Anzahl dieser Glieder zunimmt, unverändert bleibt 
oder abnimmt. Nach der Umformung muss der Eettenbruch, 
da (Oq sich nur auf eine Weise in einen Eettenbruch mit po- 
sitiven Gliedern verwandeln lässt, mit dem oben für cDq ge- 
gebenen zusammenfallen. Es ist daher, wenn der Index v 
eine gewisse Grenze überschreitet, 

d. h. die Zahlen 

sind beziehungsweise mit 

identisch. Ist nun i/ + A ein Vielfaches der Anzahl der 
Formen, welche die Periode von 0^ enthält, also eine gerade 
Zahl, so ist auch 2^ + 2ä + i/ + A eine gerade Zahl, welche, 
durch die Anzahl der Formen der Periode von g)^ dividirt, 
den Best 2m geben möge. Es sind dann die Zahlen 

Ky^x , Kv-\-x-{-i , Kv-\-x-^2 ? • • • 
oder, was dasselbe ist, 

mit den Zahlen Jc2my ^m+i; ^2m+2; • • • identisch, d. h. es ist 

und da aus der Identität der Wurzeln Üq, 02 m sich die Iden- 
tität der Formen ^q, q)2m ergiebt, so haben wir bewiesen, 
dass die Form 0q ein Glied der Periode von q)Q ist 

Formen verschiedener Perioden können also nicht 
äquivalent sein. 

Anmerkung. Nach § 99 ist eine Form ihrem Gefährten 
uneigentlich äquivalent. Wenn daher f und F zwei uneigent- 
lich äquivalente reducirte Formen sind und G der Gefährte 
von F ist, so sind f und O eigentlich äquivalent; also muss 

Wertheim, Zahlentheorie. 22 
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sich G in der Periode von f vorfinden. Sind nun f und F 
auf beide Arten äquivalent^ so ist sowohl F^ als auch G in 
der Periode von /"enthalten; diese Periode ist also ihr eigener 
Gefährte und enthält zwei ambige Formen. 

Aufgabe. Es sind zwei beliebige Formen ^, q) einer 
positiven nichtquadratischen Determinante X) gegeben. 
Man soll untersuchen, ob und in welcher Art die- 
selben äquivalent seien. 

Lösung. Man ermittle eine reducirte Form JP, welche 
eigentlich äquivalent ist, und ebenso eine reducirte Form /) 
die q) äquivalent ist. Dann werden $, 9) zu einander die- 
selbe Beziehung haben ^ wie F und /l Um diese letztere zu 
finden, bestimmen wir die Periode von f. Befindet sich in 
dieser Periode die Form Fy aber nicht auch ihr Gefahrte, so 
findet nur eigentliche Aequivalenz statt. Enthält die Periode 
von f nur den Gefährten von F (nicht F selbst), so findet 
nur uneigentliche Aequivalenz statt. Die Formen F^ f und 
daher auch 0, 9 sind auf beide Arten äquivalent, wenn die 
Form F und zugleich ihr Gefährte der Periode von f ange- 
hören. Endlich sind die Formen nicht äquivalent, wenn weder 
die Form Fy noch ihr Gefährte in der Periode von f vor- 
handen ist. 

Beispiele. I. D = 99. Zu prüfende Formen: (5, 13, 14), 
(209, 473, 1070). 

Ermittlung einer reducirten Form für jede derselben: 

(5, 13, 14), (14, 1,-7), (-7,6,9). 

(209, 473, 1070), (1070, -473, 209), (209, —154, 113), 

(113, - 72, 45), (45, - 18, 5), (5, 8, - 7). 

Periode der ersteren reducirten Form: 

(- 7, 6, 9), (9, 3, - 10), (- 10, 7, 5), (5, 8, - 7). 

Resultat: Die Formen sind eigentlich äquivalent. 
II. D = 34. Zu prüfende Formen: 

(- 75, 53, —37), (214, 240, 269). 

Ermittlung einer reducirten Form für jede derselben: 

(_ 75, 53, - 37), (- 37, - 16, - 6), (- 6, 4, 3), (3, 5, - 3). 
(214, 240, 269), (269, 29, 3), (3, 4, - 6). 
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Periode der ersteren reducirten Form: 
(3, 5, -3), (- 3, -4, 6), (6, 2, - 5), (- 5, 3, 5), 

(5, 2, - 6), (- 6, 4, 3) . 

Resultat: Die Formen sind aneigentlich äquivalent. 

m. D = 15. Zu prüfende Formen: (10, 15, 21) und 
(— 179, — 391, — 854). 

(10, 15, 21), (21, - 15, 10), (10, - 5, 1), (1, 3,-6). 
(- 179, — 391, - 854), (- 854, — 463, - 251), 
(_ 251, - 39, - 6), (- 6, 3, 1), (1, 3,-6). 
Die Formen sind auf beide Arten äquivalent. 

IV. D = 102. Zu prüfende Formen: (11, 17, 17), 
(79, 24, 6) . 

(11, 17, 17), (17, 0, -6), (-6, 6, 11). 
(79, 24, 6), (6, 6, -11). 

Periode der ersteren reducirten Form: 

(- 6, 6, 11), (11, 5, - 7), (- 7, 9, 3), (3, 9,-7), 

(-7,5, 11), (11, 6, -6). 

Resultat: Die Formen sind nicht äquivalent. 

§ 124. Transformation einer Form einer posi- 
tiven nichtquadratischen Determinante in eine äqui- 
valente Form. — Wir haben im vorigen Paragraphen die 
Frage der Aequivalenz zweier beliebigen Formen einer posi- 
tiven nichtquadratischen Determinante D zum Abschluss ge- 
bracht. Auch haben wir in § 120 eine reducirte Form in 
eine andere Form derselben Periode transformirt. Es liegt 
uns jetzt ob^ eine beliebige Form von D in eine beliebige 
äquivalente Form zu transformiren. 

Es sei also Oq eine beliebige Form der Determinante 
D und 

(1) ^o; ^1» ^2. •••; ^n 

die Reihe der äquivalenten Formen, deren letztes Glied On 
reducirt ist. Ferner sei 9^ eine Oq äquivalente Form und 

(2) (Pof 9>i7 V27 "> 9>v 

die Reihe der äquivalenten Formen, deren letztes Glied q>p 

22* 
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ebenfalls reducirt ist. Wir bilden jetzt die Periode der 
Form 9?y = /o 

Da 9q und q>Q eigentlich äquivalent sind, so mass sieb $« 
in dieser Periode vorfinden. Angenommen, es sei ^„ = /i, 
so lässt sieb die Periode von f^ folgendermassen schreiben: 

fo9 fl7 h) • • • I /*— 1 ; ®« 9 /*+l > • • • ; /im — 1 • 

Wenn wir nun die Formen, welche den Gefährten von ^q, 
^1, ... entgegengesetzt sind, beziehungsweise mit Wq, W^, ... 
bezeichnen, so ist 

eine Beihe von Formen, von denen jede der folgenden nach 
links benachbart ist, und wir können somit auf die in § 110 
dargelegte Weise eine eigentliche Transformation der ersten 
in die letzte ermitteln. 

Dass jede Form wirklich der folgenden nach links be- 
nachbart sei, bedarf nur für die beiden Formen /i^i, Wn-i 
eines Beweises. 

Es sei /i-i = (a, 6, — aj). Da nun auf fk-i in der Pe- 
riode von /ö, wie wir voraussetzen, ^„ folgt, so wird 

also 

On^t = («8, 6 + Jc'a^ , — Uj) 

gesetzt werden können. Es ist somit 

und diese Form ist offenbar (a, 6, — %) nach rechts be- 
nachbart. 

Beispiel. I. Die Form (5, 13, 14) in die äquivalente 
Form (209, 473, 1070) zu transformiren. 

Die Beihen (1), (2), (3) sind oben angegeben. 

Die Reihe (4) lautet 

(5, 13, 14), (14, 1, - 7), (- 7, 6, 9), (9, 3, - 10), 
(- 10, 7, 5), (5, 18, 45), (45, 72, 113), (113, 154, 209), 

(209, 473, 1070). 
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Es ist also 



Äi=l 


K 1 


\-\ 


h 1 


\-b 


^6-2 





1 


1 


2 


-3 


— 17 


1 


1 


— 2 


3 


5 


28 



Ä, = 2 


As- 3 




-31 


-45 


104 


51 


74 


171 



und die gesuchte Substitution ist 

X = — 45 rc' — 104 j/' 

y== 14.x + 171t/'. 

Wenn die Formen fp^ und O^ uneigentlicli äquivalent sind, 
so ist q>Q der O^ entgegengesetzten Form eigentlich äquivalent, 
kann also in diese durch eine eigentliche Substitution 

^x = ax^ + ßy^ 
[y = yx^ + dy^ 

transformirt werden. Dann wird aber q>Q in O^ selbst offenbar 
durch die uneigentliche Substitution 

X = aXi — ßyi 

y^yX^ — 8y^ 

transformirt. 

Wenn somit g?^, ^^ auf beide Arten äquivalent sind, so 
lassen sich nach dem Vorhergehenden zwei Transformationen 
der einen in die andere, eine eigentliche und eine uneigent- 
liche, ermitteln* 

Beispiel II. Die Form (10, 15, 21) soll in 

(- 179, -391, —854) 

transformirt werden; beide Formen sind, wie sich oben ge- 
zeigt hat, auf beide Arten äquivalent. 

1. Ermittlung der eigentlichen Transformation. 
Die Reihen (1), (2), (3) sind oben angegeben. Reihe (4) 
lautet 
(10, 15, 21), (21, - 15, 10), (10, - 5, 1), (1, -3,-6), 
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(— 6, 39, — 251), (— 251, 463, - 854), (— 845, 391, - 179), 

(- 179, - 391, — 854) . 
Es ist also 



Äi=0 


A, 2 


A3 8 


A4 6 


Ä5 = -2 





— 1 


2 


- 15 


88 


1 





— 1 


8 


47 



K 1 


A,=0 




161 


73 


161 


86 


-39 


8Ö 



and 



X = 73a?i + 161 2/1 



ly = — 39a?i— 86yi 
die gesuchte Transformation. 

2. Ermittlung der uneigentlichen Transformation. 
Die der Form (— 179, — 391, — 854) entgegengesetzte Form 
liefert als Reibe (1) 

(— 179, 391, - 854), (~ 854, - 391, - 179), 

(— 179, - 146, - 119), (— 119, — 92, - 71), 

(_ 71, _ 50, - 35), (- 35, ~ 20, - 11), (- 11, — 2, 1), 

(1, 3, - 6) . 

Die Reihe (4) lautet also 

(10, 15, 21), (21, - 15, 10), (10, -5, 1), (1, 2, - 11), 

(- 11, 20, — 35), (- 35, 50, — 71), (— 71, 92, - 119), 

(— 119, 146, — 179), (— 179, 391, — 854). 

und man erhält 



Ai = 



^2 = — 2 



A3 = 



A,= -2 



Ä5 = -2 






1 


2 


5 


8 


1 



= 2 


h,: 


1 
= 2 


A8 = 


3 
= 3 






■5 


11 


14 


-17 


37 





— 9 



11 



— 24 
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(10, 15, 21) geht also über in (— 179, 391, —854) durch 
die eigentliche Substitution 

x^ — Vlx^ + 37^1 , y = llaJi - 24^^ 

und daher in ( — 179, — 391, — 854) durch die uneigentliche 
Substitution 

< 

§ 126. Auflösung der Gleichung t^ — Du^ = m^, 
wo D die Determinante der Form (M, N, P) und m 
der grösste gemeinschaftliche Divisor der Zahlen 
M, 2Ny P ist. — Wir haben uns jetzt, nachdem wir eine 
Transformation von (p^ in 9q ermittelt haben, mit der Auf- 
lösung der Peirschen Gleichung zu beschäftigen, um mittels 
der Lösungen derselben alle übrigen Transformationen zu be- 
stimmen. Von der auf der Hand liegenden Lösung t =^ -{- m, 
u = abstrahirend, suchen wir zunächst die kleinsten posi- 
tiven Zahlen, welche der Gleichung genügen, und aus der so 
gefundenen Lösung leiten wir sodann die übrigen Lösungen her. 

1. Kleinste positive Lösung der PelTschen Glei- 
chung. — Wir nehmen eine {M, Ny P) äquivalente redu- 
cirte Form /q = (a, &, — a^), in welcher a positiv ist, so dass 
auch die erste Wurzel cdq einen positiven Werth hat. Nach 
§ 99 wird der grösste gemeinschaftliche Divisor von a, 26, a^ 
gleichfalls m sein. Wir bilden jetzt die Periode von /q, die 
aus 2g Gliedern bestehen möge, und berechnen nach § 120 
die Grössen ä^, ä^, A3, . . ., h2g. Dann ist nach § 122 

wo jede Zahl h positiv zu nehmen und n irgend eine ganze 
positive Zahl ist. 

Bilden wir nun die Näherungsbrüche dieses Kettenbruchs 

und nennen den h^gn entsprechenden --, den folgenden -^, so 

erhalten wir das Schema: 



K 


K 


\ 


... 


^2gn 


^0 




X 




A 
1 




. • • 
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Danach ist der Werth des ganzen Kettenbruchs cüq = ^\_o^ } 

I Po 

und da ausserdem -j ein Näherungsbruch gerader Ordnung, 
also ad — /3y = -f- 1 ist, so ist nach § 121, Lehrsatz II 

< 

eine Substitution, welche /^ in sich selbst transformirt. 

Setzen wir daher für n der Reihe nach die Werthe 
1, 2, 3, . . ., so entspricht jedem derselben eine Transforma- 
tion von /J, in sich selbst. Die vier Zahlen a, /J, y, d sind 
immer positiv, und da bei wachsendem n auch die Näherangs- 
brüche des Kettenbruchs wachsen, so liefern zwei verschiedene 
Werthe von n auch zwei verschiedene Substitutionen. 

Umgekehrt lässt sich auch zeigen, dass auf die dargelegte 
Weise jede Transformation von /Jj in sich selbst erhalten wird, 
deren Coefficienten a, ß, y, S positive Zahlen sind. Ist 
nämlich 

eine Substitution, welche f^ in sich selbst transformirt, so be- 
stehen nach § 121, Lehrsatz I die beiden Gleichungen 

a8 — ßy = \ und ö = ^ ; ^ - , 

in welcher letzteren o sowohl die erste, als auch die zweite 

Wurzel von f^ sein kann. Wird die letzte Gleichung auf die 

Form 

/3ß}^ + (a — d) a> — y = 

gebracht, so wird die linke Seite, da die eine Wurzel nach 
§ 121 zwischen + 1 und + ^x>y die andere zwischen und — 1 
liegt, für 03 == -}■ 1 negativ, für o = — 1 positiv sein. Es 
ist also 

ß^a-S-yKO, ß^a + 8 -y>0, 
d. h. 

ß-8^{y-a)<0,d-y^{a — ß)>0, 
oder 

y -' tt> ß — 8 und 8 — y> a — ß. 

Hieraus ergiebt sich erstens, dass 8>y ist. Wäre 
nämlich 8^yf so würde, weil a8 = ßy -{- 1, also a8'^ßy 
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ist, « > ^, also a — /J > und um -so mehr d — y > 0, d. h. 
ä >y sein müssen. 

Zweitens lässt sich leicht nachweisen^ dass y^oc ist. 
Wäre nämlich « > y und zugleich d > /3, so könnte die 
Gleichung ad — j3y = 1 nicht statthaben; wenn wir nämlich 
a = y + r, d==j3 + ^' annehmen, wo also jede der Grossen 
cCy ß, y, d, r, r' mindestens gleich 1 ist, so wird 

ad == /5y + /3r + yr' + rr\ 

d. h. ad um mindestens drei Einheiten grösser als ßy sein. 
Die Annahme a > y und zugleich d > /3 ist also unstatthaft. 

Wäre nun a > y und zugleich d ^ß, so wäre ß — d > 0, 
also würde die erste unserer beiden Ungleichungen y > a 
liefern. Es kann also überhaupt nicht a'> y sein, und somit 
ist y ^ cz, d > y. 

Dies vorausgesetzt, lehrt der Hilfssatz des § 123, dass 
sich CO in den Eettenbruch 

CO = (A, ft, • • •; 

entwickeln lässt, wo die Grössen A, ft, ...,(>, ^ in gerader 
Anzahl vorhanden und jedenfalls ft, . . ., q positiv sind. Wir 
wollen nun zeigen, dass unter den gemachten Voraussetzungen 
auch A und 6 positive Zahlen sind. 

Ist a = 1, so geht dies sofort aus den in § 123 ge- 
machten Voraussetzungen hervor, da dann X = y und 6 = ß 
ist, während die Zwischenglieder fehlen. 

Ist ferner a>l, do leuchtet ein, dass jedenfalls X als 

die grösste in — enthaltene ganze Zahl positiv sein muss. 

Wir haben also nur zu zeigen, dass auch ö positiv sein wird. 
Zu diesem Zwecke wollen wir die unvollständigen Quotienten 
und die zugehörigen Näherungswerthe des für co erhaltenen 
Kettenbruchs ins Auge fassen: 



, 6, (o) 



l 


f* 


V 


• • • 


9 


<5 


CD 




1 


X 


^^ + 1 




^2* 


y 


8 


0) 





1 


f* 




^2* 


a 


p 



Da X positiv ist, so sind die Zähler aller Näherungs- 
brüche positiv und bilden, wenigstens bis y, eine steigende 
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Reihe ^ so dass y > ^2* ist. Nun ist d = y^ + ^^k- ^9x^ 
also d = 0, so müsste d '^ Zik, also d <,y sein', was als un- 
möglich nachgewiesen ist. 

Ware ferner negativ, so würde auch y6 negativ sein, 
und da [yö] > Zg* ist, so wäre auch d der Voraussetzung zu- 
wider eine negative Zahl. Der Eettenbruch 

0} «s (A, ft, . . ., Q, 6j (o) 

hat somit nur positive Glieder, und die A.nzahl der Grössen 
A, fi, ...,(>, <5 ist, wie schon bemerkt, eine gerade. 

Andererseits erhält man für die Wurzel co den rein perio- 
dischen Kettenbruch (mit positiven Gliedern) 

CO = (Äi, Äj., . . ., hin, <ö); 

und da beide Entwicklungen identisch sein müssen, so mid 
die Reihe der Zahlen 

A, f*, . . ., Qf 6 

eine oder mehrere Perioden \, ..., Ä2n umfassen, und die 

Brüche — , -^ werden zwei auf einander folgende Näherungs- 

brüche sein, welche dem Ende einer Periode entsprechen. Es 
ist also bewiesen, dass unser Verfahren auch jede Transfor- 
mation (von /o in sich selbst) liefert, deren Coefficienten a, 
ßf ?} ^ positiv sind. 

Da a, ßj y, d offenbar wachsen, wenn man von dem 
Ende der einen Periode zu dem der folgenden geht, so werden 
die kleinsten positiven Substitutionscoefficienten dem Ende der 
ersten Periode entsprechen. 

Ebenso überzeugt man sich leicht, dass die kleinsten 
Wert he von a, ß, y, d aus den kleinsten Werthen von t und 
u erhalten werden. Da nämlich /J) = (a, 6, — a^) in sich 
selbst transformirt wird durch die beiden Substitutionen 

yc=0.aJi + 1 .yi W = y^i + *yo 

so ist nach § 103 

t — bu a «1^ ow * t + bu 

Daraus folgt 
a = i == ö- h — 5— = i -f- — 5— , 
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und da die rechte Seite positiv ist^ so müssen a und 8 das- 



2« 



selbe Zeichen haben. Nun ist aber a + ^ = — * also haben 



m 



Uy 8 das Zeichen von t. Ebenso geht aus den Werthen von 
/J, y hervor, dass, wenn sie nicht beide Null sind, was m = 
voraussetzt, sie dasselbe Zeichen wie u haben. Die oben unter- 
suchten positiven Substitutionscoefficienten a^ ß, y^ 8 werden 
also aus positiven Werthen.^, u erhalten, und da ß, y mit u 
wachsen, so entsprechen die kleinsten Substitutionscoefficienten 
den kleinsten positiven Werthen von t, u. Diese letzteren, 
die wir mit T, U bezeichnen wollen, werden, sobald a, j3, 
y, 8 durch die Kettenbruch-Entwicklung ermittelt sind, mittels 
der Formeln 



(a + d)m 



u 



(d — a)m 



2 ' ^ 26 

gefunden. 

Beispiele. I. Für die Form (20, 24, 24) ist D = 96, 
m = 4. Der gegebenen Form äquivalent ist die reducirte 
Form (8, 8, — 4) mit zweigliedriger Periode. Diese in sich 
selbst zu transformiren, schreiben wir 

(8,8, -4), (-4,8,8), 1(8,8,-4). 

Es ist also 

[ÄJ = 4, \ = 2, 

a=l, y = 4, 

,,, T = (i±i)1^20, £^ = (1^ = 2 

die kleinste positive Auflösung der Gleichung fi — 96«* = 16. 
II. Ausgangsform (15, 12, 6), D = 54, m = 3, Gleichung 
fi _ 54m* = 9. 

(6,6, _3),(-3, 6, 6), 1(6,6,-3). 



4 


2 




1 


4 


9 





1 


2 



[\] = 4 



\ = 2 






4^ 
1 



2 



a = 1 , y = 4 
/J = 2, 8 = 9, 



(1 + 9)3 _... ^^ (9^1)3 ^ 



2-6 
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III. Ausgangsform (2, - 3, — 28) , D = 65, m = 2, 
Gleichung t* — 65 u« = 4. 

(8, 1, - 8), (- 8, 7, 2), (2, 7, - 8), (- 8, 1, 8), 

(8, 7, -2), (-2, 7, 8), 1(8, 1,-8). 



[ÄJ==1 


Ä2=7 


W=i 


h^l 


[Ä5]=7 


Ä6-1 




1 


1 
1 


8 
7 


9 
8 


17 
15 


128 
113 


145 

128 



a = 113, /3 = 128, y = 128, * = 145, 
2'=.258, tr=32. 
IV. <»-20«» = 4[T-=18, ?7 = 4]. 
V. t* — 69m» = 1 [T = 7775, ü = 936] . 
VI. <»-33m«= 1[T = 23, Cr=4]. 
VII. <* — 70m2 = 1 [T = 251 , 0"= 30] . 
VIII. «» — 115m« = 1 [T = 1126 , U= 105] . 

2. Die übrigen Lösungen der Pell'schen Gleichung. 
Aus der kleinsten positiven Auflosung lassen sich die fibrigen 
Lösungen leicht herleiten. 

Da T' — DU' = w» oder 

\w m ' /-\w m ' / 

ist; so ist auch, wenn e eine ganze Zahl bezeichnet, 

\m * m ' y \m m ^ / 

Wir behaupten nun, dass die Ausdrücke 



(I) 



(«.-f( 



• m 



m 



vT>y+T{i-i y^)' 



u. 



^^fZ + EyßY — ^(Z_^v^y 

alle Lösungen unserer Gleichung liefern, wenn für c alle 
Zahlen 0, 1, 2, 3, . . * gesetzt werden. [Es ist t^ = m, 
Mo =5 0; ^1 === ^; % = 27]. 

Dies zu beweisen, haben wir erstens darzuthun, dass die 
Werthe (1) für jede ganze positive Zahl e der Gleichung ge- 
nügen. 
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Setzen wir für einen Augenblick 

80 ist «/} = !, und wir erhalten 

^. = f (« + /3), «.==^(«-Ä, 

also 

0«mS Om«S 



2w« . 2w« 



fe'-D«|^^ + ^ = 



m' 



woraus hervorgeht, dass Uj Ue für jedes e der Gleichung 

^2 — Dm« == m« 
genügen. 

Zweitens haben wir zu zeigen, dass die Ausdrücke (1) 
für alle Werthe von e ganze Zahlen liefern. Wir setzen 
för einen Augenblick 

tn m ^ in tn ' 

so ist 

also 

Da aber a'/S' = 1, also -7 = ß' und ^7 = «' ist, so ergiebt sich 



t^^ = -^ («'-» + ß''-^) , #H-x = -^ («'*+' + ^'*^-0 , 



«' + :^ = ^' + i = «' + r 



2r 



und es ist 
oder, da 
ist, 

(2) t^l + te-i == ^ t,- 
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(3) We+l + Ue-^l = -^ We • 



(4) 



Auf genau dieselbe Weise erhalten wir 

m 

Nun ist 

T« - Dü\ d. i. T« - {N^ - MF) TJ^ = w% 
also 

4T« = 4m2 + (4JV^2 — 4JlfP) CT^, 

und da die rechte Seite dieser Gleichung durch m^ theilbar 

ist, so muss auch 4T* durch m' theilbar oder — eine ganze 

(positive) Zahl sein. Wenn dies aber der Fall ist, so lehren 
die Gleichungen (2) und (3)^ dass jede der beiden Reihen 

Cq = *W ^ t^ = 1 y fg , Fg , ... 

Wo= 0, Uy = Uy Wsj; M3, . . . 

nur ganze positive Zahlen enthält^ von denen jede folgende 
grosser ist, als die vorhergehende. 

Endlich haben wir noch därzuthun, dass es keine Losung 
der Gleichung t^ — Du^ = m^ in ganzen positiven Zahlen 
giebt, welche nicht durch die Ausdrücke (1) dargestellt wird. 
Angenommen, %, u sei eine solche Losung, so muss u zwischen 
zwei auf einander folgenden Gliedern w«? Wn+i der zweiten 
Beihe (4) liegen, so dass 

w«+i >yx>Un 

ist. Bilden wir jetzt die Ausdrücke 

SO ergiebt die wirkliche Berechnung, dass 

t'^ - Du'' = ^, {tl — Dul) (X« - Du«) = m\ 

1 

dass also auch t\ u eine Lösung unserer Gleichung ist. 
^ t\ u sind aber ganze Zahlen. Da nämlich 

%^ - 2)u% d. i. %^ ^(N'^ MF) u^ = w% 
oder 

2« - NH"" = m« - MFv? 

ist, und da die rechte Seite der letzten Gleichung den Factor w* 
enthält, so muss auch %^ — JPv? durch m*, also jedenfalls 
% + Nvi durch m theilbar sein. Ebenso erkennt man, dass 
tn + Nun durch m theilbar ist. Es ist also auch 
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ein Vielfaches von w, d. h. 

eine ganze Zahl. Dann muss aber der Gleichung f^ = Du * + ^* 
wegen auch t' eine ganze Zahl sein. Wir haben also aus der 
angenommenen Lösimg %, u eine neue Lösung in ganzen 
Zahlen t\ u hergeleitet und wollen jetzt mittels der letzteren 
zeigen, dass unsere Annahme zu einem Widerspruch führt. 

Zunächst leuchtet ein, dass u nicht Null sein kann. 
Wäre nämlich w' = 0, also 

SO müsste, da 

ist, 

u^ {Dul + wF) = (Du^ + m^) ul 

sein, und hieraus würde sich U = m« ergeben, während doch 
U > w» vorausgesetzt wird. Daher ist w' > und da, wie wir 
bewiesen haben, TJ der kleinste positive Werth von u ist, so 
ist u' ^ V. 

Setzen wir jetzt wieder 

L ^ ^y-B = a', ^ - ^VD = ß', 

so ist nach den Formeln (1) 

und hieraus ergiebt sich 

M,+i«, - tn+iu„ = -^ (2a'»+i/3'» - 2«'"^'»+!) 

oder, da 

a'-|3' = ^]/2) und a'|3' = l 
ist, 
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Da nun w' = - (ntn — Xw«) nicht kleiner als U^ also 

fit 

Uin — 3^Wn nicht kleiner als mU ist, so ist 

(5) ntn — %Un ^ Un^ltn — 4+1««« • 

Femer liefert die Gleichung %^ — Dn^ = m^ 

u V ' u* 
Ebenso ist 

Da nun Un^i > U vorausgesetzt wird, so ist 



also auch 



^« + Wit — > ^n + W„ -^ 



und mit Rücksicht auf (5) 

(ntn — %Un) [tn + ^» "J") > (^n+l^« — ^n+l^n) (^^« + «♦« ^^^ 

oder 

Wird hierin 
gesetzt, so erhält man nach leichten Reductionen 

.2 4/2 






u — -- > W„+i 



oder " "-+^ 



W» u} 



(6) u+^>«»+i+f, 

und diese Ungleichung ist unmöglich, da u < Un^i und somit 

auch — ^ < — ist. Unsere Annahme, dass die Gleichung 

i^ — Du^ = m^ Lösungen in ganzen positiven Zahlen habe, 
welche durch die Formeln (1) nicht dargestellt würden, ist 
somit falsch. 

Was nun die Berechnung der übrigen Wurzeln der 
Gleichung 
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betrifft^ so geschieht dieselbe am zweckmässigsten vermittels 
der Formeln (2) und (3). Dies wollen wir noch an einem 
Beispiel zeigen. Wir fanden oben, dass die Gleichung 

t^ — 96w2 = 16 

die Lösung T=20, U=2 hat. Es ist also * 

m 4 ' 

und da ausserdem ^^ = 4, w^ = ist, so liefern die Formeln 
(2) und (3) zunächst 

^2 = 10 . 20 — 4 = 196, W2 = 10 . 2 — = 20, 
weiter 

^ = 10 . 196 — 20 = 1940, n^ = 10 • 20 - 2 = 198, 

Dass aus jeder Losung ^, u in positiven Zahlen sich durch 
Äenderung der Vorzeichen noch drei andere Losungen er- 
geben, braucht wohl nicht erst bemerkt zu werden. 

§ 126. Darstellungen einer gegebenen Zahl M 
durch eine gegebene Form von positiver nichtqua- 
dratischer Determinante. — Der § 123 hat uns in den 
Stand gesetzt, zu entscheiden, ob zwei gegebene Formen einer 
positiven nichtquadratischen Determinante äquivalent seien 
oder nicht Darauf haben wir in § 124 gesehen, wie man 
im ersteren Falle eine eigentliche Transformation der einen 
in die andere ermittelt. Endlich hat uns die Losung der 
Peirschen Gleichung das Mittel gegeben, aus dieser einen Trans- 
formation alle anderen gleichartigen herzuleiten. Nach den 
Entwicklungen des § 106 ist also die Aufgabe: „Alle eigent- 
. liehen Darstellungen einer gegebenen Zahl durch eine ge- 
gebene Form zu ermitteln'^ auch fQr den Fall einer positiven 
nichtquadratischen Determinante als vollständig gelost zu be- 
trachten. 

Zur besseren Einübung der gewonnenen Resultate mögen 
noch zwei Beispiele folgen. 

L Beispiel. Die Zahl Jlf = 673 durch die Form (13, 15, 12) 
der Determinante 69 darzustellen, also die Gleichung 

13a;2 + 30icy + 12y2 = 673 

in ganzen Zahlen zu losen. 

Wertheim, Zahlenthcorie. 23 
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Die Gongruenz |' ^ 69 (mod. 673) ist möglich und hat 
die Wurzehi + 289. 

1. Darstellungen, die zq + 289 gehören. 

(13, 15, 12), (12, - 3, - 5), (- 5, 8, 1), (1, 8,-5). 

(673, 289, 124) , (124, - 41, 13) , (13, 2, — 5) , (— 6, 8, 1) . 

Da beide Formen äquivalent sind, so ist die Darstellung 
möglich. Wir bilden nun die Reihe der benachbarten Formen 

(13, 15, 12), (12,-3, -5), (-5,8, 1), (1, -8,-5), 

. (- 5, — 2, 13) , (13, 41, 124) , (124, — 289, 673) , 

(673, 289, 124). 



Es ist somit 



1 



-1 Ä, = 



K 



Ä. = 3 






- 1 


1 


1 


1 


1 


1 

Ä, = -2 


2 

h, — 


- 1 







2 


-5 


— 2 





— 2 



— 1 



d. h. (13, 15, 12) geht in (673, 289, 124) durch die Substi- 
tution 

a; = — bxi — 2y, 

y == — 2«, — y, 
aber. Es ist also 

x^±b 

,y = ±2 

eine erste eigentliche Darstellung von 673 durch die Form 
(13, 15, 12), und alle anderen zur Wurzel 289 gehörenden 
Darstellungen dieser Art werden nach § 106 durch die Formeln 

a; = 5* — 99w, y = 2t + 95m 

geliefert, wenn darin für t^ u alle Lösungen der (oben be- 
handelten) Gleichung 



f - 69^2 = 1 



gesetzt werden. 
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2. Darstellangen, die zu — 289' gehören. 

(673, - 289, 124), (124, — 83, 55), (55, — 27, 12), 
(12,3, -5), (-5, 7, 4), (4, 5, -11). 

Reihe der benachbarten Formen: 

(13, 15, 12), (12, _ 3, - 5), (- 5, 8, 1), (1, 8, - 5), 
(- 5, — 3, 12), (12, 27, 55), (55, 83, 124), (124, 289, 673), 

(673, — 289, 124) • . 



Es ist also 
Aj = 1 Ag = — 1 



7*3 = 16 



Ä4== — 1 



hr = 2 



\=-2 






1 


1 


17 


18 


53 


1 


1 

*7 = 


= 3 


2 


= 


-33 


35 


103 




88 


-211 


88 





171 



410 



171 



und dann liefern die Formeln 

a; = — 211 <— (— 211 • 15 + 410-12)« = 
y=+410<-f (— 211- 13 + 410-15)« = 

wenn fQr t, u alle Losungen der Gleichung 

<* — 69m*==1 



211^—1755« 
410< + 3407tt, 



gesetzt werden, alle zur Wurzel — 289 gehörenden eigent- 
lichen Darstellungen von 673 durch die Form (13, 15, 12). 

II. Beispiel. 4ic* + \2xy - 14y« = 1106. 

Hier ist D = 92, m = 2, also lautet die Hülfsgieichung 

<2 — 92m« = 4, 

und diese hat die Lösungen 



t 



u 



48 



48-48 —2 = 2302 



48 • 2302 - 48 







48- 5 — 0= 240 



48- 240— 5 



Die Congruenz S*^ 92 (mod. 1106) hat die 4 Wurzeln 
+ 48, + 426. 
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1. Darstellungen/ die zu -{' A8 gehören. 
Beilie der benachbarten Formen: 
(4, 6, — 14), (- 14, 8, 2), (2, — 48, 1106), (1106, 48, 2) 



\— 1 


Äg= — 20 


Äs = 







1 


20 


1 


1 


— 1 


19 


1 



{; 



Die hierher gehörigen Darstellungen werden also (§ 106) durch 

die Formeln 

x = ^ (20t + 146m) 

y = i (19« + 194ti) 

geliefert, und die kleinsten Losungen, welche diese enthalten, 

sind a? = 20, y = 19 ; dann folgen x = 845, y = 941 ; u. s. w. 

2. Darstellungen, die zu — 48 gehören. 

Formenreihe : 
(4, 6, - 14), (— 14, 8, 2), (2, 48, 1106), (1106, — 48, 2). 



Äl = - 1 


Ä, = 28 


*8 = 







- 1 


28 


1 


1 


1 


— 29 


1 



Darstellungen: 



I 



also 



a; = — i (28t + 238«) 
y i (29* + 286«), 

1 « = + 28 



3. Darstellungen, die zu -|- 426 gehören. 
Formenreihe: 
(4, 6, - 14), (- 14, - 6, 4), (4, 18, 58), (58, 98, 164), 
(164, —426, 1106), (1106, 426, 164). 



Ä, = 


Aj = 3 


Äs -2 


Ä^— 2 


A6 = 




p 


— 1 


— 3 


— 5 


13 


5 


1 





— 1 


— 2 


5 


2 



Darstellungen: 



\y 



i(13<— 8«) 
i( 5< + 82«), 
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also 



x = + 13 



u. s. w. 



4. Darstellungen, die za — 426 gehören. 
Formenreihe: 

(4, 6, - 14), (- 14, 8, 2), (2, 12, 26), (26, 66, 164), 

(164, 426, 1106), (1106, —426, 164). 



\ 1 Äj— 10 


Äj — 3 A4 — 3 


Ä5 = 


1 


10 29 


77 29 


1 1 

Darstellungen: 

a; = — 

\y 

Für f — 48, M 


11 32 

-^(77^+728«) 
-i(85< + 818M). 
- 5 z. B. ist X = 


. 85 32 
- 28, y = + 5 
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Formen, deren Determinante ein Quadrat oder gleich Null 
ist. Auflösung der allgemeinen Gleichung zweiten Grades 

mit zwei Unbekannten. 

§ 127. Beducirte Formen quadratischer Deter- 
minanten. — Ist die Determinante der Form (a, 6, c) eine 
Quadratzahl, also 6* — ac = Ä^, so ist ä* — l* = — ac; somit 
besteht die Proportion 

h — b : a = c: — (^ + &), 

und darin soll h die positive Quadratwurzel aus h^ bezeichnen. 
Wir drücken jetzt das Verhältniss h — h : a in den 
kleinsten Zahlen aus; wenn wir auf diese Weise 

h — b:a = ß:d 

erhalten, wo also ß prim zu d ist, so bestimmen wir weiter 
zwei ganze Zahlen a, ß, welche der Gleichung 

ad -^ ßy = + l 

genügen, und transformiren die gegebene Form (a, &, c) ver- 
mittels der Substitution 

X = ax^ + ßyij y = yxi + dy^ . 

Wird die so erhaltene, der gegebenen äquivalente Form 
mit (a^, bij c^ bezeichnet, so ist 

bi == aaß + 6 (ad + ßy) + cyd 

oder, da nach unserer Annahme 

h — b : a = ß:df also aß = d(h — 6), 
und ebenso 
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c : — (Ä + 6) = /3 : «, also cd == — ßQi + b) 
ist, 

61 = ad(h — b) + h{aö + ßy) - ßy{h + 6) 

= h{ad — ßy) = h', 
c^ =a/32 + 26/3d + cd« = /8*(Ä — 6) + 26/3d-/Sd(A+6) = 0. 

Die Form (a, b, c) ist also in die äquivalente Form (%, h, 0) 
übergegangen, wo a^ den oben angegebenen Werth hat. 

Liegt dieser Werth von a^ ausserhalb der Grenzen und 
2Ä — 1, so unterwerfen wir die Form («i, Ä, 0) der neuen 

eigentlichen Substitution a?i = aJg, j/i = Äajg + ^2» ^^ ^ ®^^® 
vorläufig unbestimmte ganze Zahl bezeichnet. Dadurch er- 
halten wir eine dritte Form (a^ + 2 hk, Ä, 0), welche der 
zweiten und daher auch der ersten äquivalent ist, und jetzt 
können wir über die Zahl k so verfügen, dass 

0^a, + 2hk£2h—l 

werde. Die auf diese Weise gebildete Form (ag, h, 0), welche 
wir offenbar auch direkt aus der ersten durch die Substitution 

X = ax^ + ß {kx^ + ^2) = (« + ß1^)^% + ßy2 

y = y^2 + *(*% + y«) = (y + *^)^2 + ^y% 

erhalten haben würden, wird hier eine reducirte Form 
genannt. 

Beispiele. I. Die Form (14, 8, 2) hat die Determinante 
36. Es ist 6^ — 8^ = - 2 . 14, also 

(6 — 8) : 14 = 2 : - (6 + 8) = 1 : (- 7). 

Wir setzen demnach /5 = 1, d == — 7 und bestimmen a 
und y durch die Gleichung 

— 7« — y = 1 . 

Es ergiebt sich a= — 1, y=== + 6, und da für diese 
Werthe a^ = 14 — 96 + 72 = — 10 wird, so erhalten wir 
die der gegebenen äquivalente Form ( — 10, 6, 0). 

Damit der Ausdruck a^ + 2ää == — 10 + 12 Ä zwischen 
und 11 zu liegen komme, muss ifc= 1 angenommen werden. 
(14, 8, 2) ist also äquivalent der reducirten Form (2, 6, 0) 
und geht direkt in dieselbe über durch die Substitution 
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II. Die Form (4, 9, 8) der Determinante 49 geht durch 
die Substitution x ^ y^, y = — ^i "^ Vi i^ ^i® äquivalente 
reducirte Form (8, 7, 0) über. 

Anmerkung. Man sieht sofort; dass es für eine Deter- 
minante h* genau 2h reducirte Formen giebt^ da der erste 
Coefficient jeden der Werthe 0, 1, 2, . . ., 2Ä — 1 haben kann. 

§ 128. Aequivalenz der Formen mit quadra- 
tischer Determinante. 

Lehrsatz. Zwei reducirte Formen einer quadra- 
tischen Determinante können nicht eigentlich äqui- 
valent sein, wofern sie nicht identisch sind. 

Beweis. Geht die reducirte Form (a, Ä, 0) durch die 
eigentliche Substitution 

x^ax^ + /5yi, y = y^i + Sy^ 

in die äquivalente reducirte Form {a^y h^ 0) über, so bestehen 
die Gleichungen 

(1) ai=aa^ -{- 2hayy 

(2) h ^aaß + h{ad + ßy)y 

(3) =aß^ + 2hßdy 

(4) ad-ßy=l. 

Durch (2) . ß — (3) . cc ergiebt sich nun 

— ßh{ad — ßy) = ßh 

oder wegen (4) — ßh = j3A, und da h von Null verschieden 
ist; so muss ß = sein. 

Dann folgt aus (4) ad = 1, also a = d = + 1, und 
(1) geht über in 

a^ = a + 2hy oder a^^a (mod. 2h) . 

Da aber jede der Zahlen a, % zwischen und 2 h — 1 
liegt; so können dieselben nicht für den Modul 2 h congruent 
sein, wofern sie nicht einander gleich sind, und dann sind die 
Formen (a, ä, 0) und (a^, Ä; 0) identisch. 

Es hat jetzt nicht die geringste Schwierigkeit, zu ent- 
scheiden, ob zwei gegebene Formen einer quadratischen Deter- 
minante äquivalent seien oder nicht. Man braucht nämlich 
nur für jede der beiden die äquivalente reducirte Form zu 
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suchen. Wenn die beiden reducirten Formen, die man erhält, 
identisch sind, so sind die vorgelegten Formen äquivalent, 
sonst nicht. 

Wie man durch Benutzung der Form, welche einer der 
beiden Formen entgegengesetzt ist, auch über etwa vorhandene 
uneigentliche Aequivalenz entscheidet, ist schon öfter dargelegt 
worden. 

Beispiele. I. Die Formen (13, 17, 16), (91, 61, 40) der 
Determinante 81 sind eigentlich äquivalent; denn beide führen 
zu der reducirten Form (7, 9, 0), in welche die erste durch 
die Substitution 

x = 3x^ + 8yi, y = — 6xj, — ISy^, 

die zweite durch die Substitution 

x = x^ + 4:y^, j/= — 2a;i — 73/1 

transformirt wird. 

IL Die Form (7, 12, 9) derselben Determinante 81 geht 
durch die Substitution 

a? = 2iCi + 3yi, y = — öx^ — TVi 

in die reducirte Form (13, 9, 0) über, ist also (13, 17, 16) 
nicht eigentlich äquivalent. 

Da jedoch (7, — 12, 9), wie sich leicht zeigen lässt, zur 
reducirten Form (7, 9, 0) führt, also (13, 17, 16) eigentlich 
äquivalent ist, so sind (7, 12, 9) und (13, 17, 16) uneigentlich 
äquivalent. 

§ 129. Transformation einer Form einer quadra- 
tischen Determinante in eine äquivalente Form. — 
Es seien F und F^ zwei eigentlich äquivalente Formen einer 
Determinante W, so lassen sich zwei eigentliche Substitutionen 

ermitteln, von denen die erste JP, die zweite F^ in die redu- 
cirte Form g) transformirt. Da nun umgekehrt 9 sich in Fi 
verwandelt, wenn man 

= d^x^ - ß^y^ 



(3) P^ - 



362 Elftes Kapitel. 

setzt; so leuchtet ein, dass F in F^ übergehen wird, wenn 
man die Substitutionen (1) und (3) nach einander oder direkt 
die Substitution 



(4) 



= (a*i — ßYi)x^ + (/?«! — aft)y2 

y = y(*i^2 — ß\y2) + *(— n^a + «ly«) 

= (y*i - *yi)^2 + (^«1 - yßi)y2 

anwendet. 

Auf ähnliche Weise kann man auch eine Form in 
eine ihr uneigentlich äquivalente transformiren, und wenn 
zwei Formen auf beide Arten äquivalent sind, zwei Trans- 
formationen der einen in die andere herleiten, eine eigentliche 
und eine uneigentliche. 

Beispiel. Die Form F= (8, 15, 13) geht durch die Sub- 
stitution 00 = y^j y z=z -^ Xi — 2^1 in die reducirte Form 
q) == (13, 11, 0) über. In dieselbe Form (p verwandelt sich \ 
JP\ = (51, 130, 329) durch die Substitution x = 2xi + ly^j 
y z=s — /pi — 3^1 ; daher geht umgekehrt tp in F^ über, wenn 
man Xi = — 3a?2 — ly^, ^1 = ^2 + 2t/2 setzt, und F in F^ 
durch die Substitution 

x = yi=X2 + 2j/a 

y= - (- Sa:^ — 7^2) — 2(:r2 + 2^/2) =^2 + 3y2. 

§ 130. Auflösung der Gleichung t^ — h^u^ z=fn^.— 
In dem hier behandelten Falle einer quadratischen Deter- 
minante hat die PelFsche Gleichung nur die beiden Lösungen 
^ == + m, M = 0. Dies zu beweisen, nehmen wir an, es 
gäbe noch eine Lösung t=Tj u = U, und es sei U von 

Null verschieden. Dann würde — ^ ,— =4 sein, und 

da m in 2 h, also m^ in 4%^ aufgeht, so müsste offenbar auch 

4 T* . 

— ä~ ®iß6 ganze Zahl sein. Wir hätten also zwei ganze 

Zahlen, deren Quadrate die Differenz 4 lieferten, und das ist 
unmöglich, wofern nicht eine der Zahlen Null ist. 

Ist demnach 

x = axi + ßyi, y = yx^ -f 8y^ 



I; 
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eine eigentliche Sabstitution^ welche F in die eigentlich äqui- 
valente Form F^ transformirt^ so sind nach § 103 

^='-^ (± ^^)^i + -^ (± ß^)yi 

y = ^ (+ ym)a;i + ^ (± Sm)y, 
oder, was dasselbe ist, 

y = + YX^ + Sy^ 

die Formeln, welche alle gleichartigen Substitutionen ent* 
halten, die dieses leisten. Wenn also F und F^ nur auf eine 
Art äquivalent sind, so giebt es nur zwei Transformationen 
der einen Form in die andere. Sind F und F^ auf beide Arten 
äquivalent, so giebt es zwei eigentliche und zwei uneigentliche 
Transformationen. 

§ 131. Darstellungen einer Zahl M durch eine 
Form (a, 6, c) einer quadratischen Determinante Ä^ — 

1. Methode. Das oben für den Fall einer negativen 
oder einer positiven nichtquadratischen Determinante darge- 
legte Verfahren findet, wenn auch 6* — ac eine Quadratzahl 
ist, unverändert Anwendung, wie wir sofort an einem Beispiel 
zeigen wollen. 

Aufgabe. Es soll die Gleichung 

8a;2 + 26a;y+ lly^ = 585 

in ganzen Zahlen gelöst werden. Da 585 =» 5 . 9 . 13 durch 
die Quadratzahl 9 theilbar ist, so werden möglicherweise 
eigentliche und uneigentliche Darstellungen, letztere von der 
Form X = 3m, y = 3n, vorhanden sein. 

1. Ermittlung der uneigentlichen Darstellungen. 
Setzen wir x = dXi, y^^y^, so geht die vorgelegte Glei- 
chung über in 

8x,^ + 26x^y, + 11^1^ = 65. 

Die Determinante der Form (8, 13, 11) ist 81, und die 

Gongruenz 

r = 81 (mod. 65) 

hat die 4 Wurzeln +4, +9. 



{; 
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Die Formen (65, + 4, 1) fQhren zu keinen Darstellangen, 
da sie der reducirten Form (17, 9, 0) äquivalent sind, während 
(8, 13, 11) der reducirten Form (11, 9, 0) äquivalent ist. 

Dagegen geht (65, + 9, 0) durch die Substitution x^=>x^j 
y^ ■= — 3fl?8 4" ya i^ (11; 9, 0), also (11, 9, 0) umgekehrt in 
(65, 9, 0) über, wenn ajg «= a^j, yg = Sj?! + yj gesetzt wird. 
Da nun (8, 13, 11) durch die Substitution 

in (11, 9, 0) transformirt wird, so wird (8, 13, 11) in 
(65, 9, 0) verwandelt, wenn man erst 

und sodann arg = ajg, j/g = ^a^g + ys> oder direkt 

x^ = ox^ -J- ^3 
Vi = — 7a:3 — 2^3 
setzt. 

Die Hülfsgleichung f — 81m* = 1 hat nur die Losungen 
^ = + 1 , M = , und somit ergeben sich die beiden Dar- 
stellungen 

^i = + 3, yi- + 7, 

denen die uneigentlichen Darstellungen 

x = ±9, y = + 21 

entsprechen. 

Die Form (65, — 9, 0) ist (8, 13, 11) nicht' eigentlich 
äquivalent, liefert also keine Darstellung. 

2. Ermittlung der eigentlichen Darstellungen. 
Die Congruenz 

|2 = 81 (mod. 585) 

hat die 12 Wurzeln 

+ 9, +69, +126, +186, +204, +264. 

Nun sind die 9 Formen 
(585, +9, 0), (585, 69, 8), (585, + 126, 27), (585, —186,59), 
(585, + 204, 71), (585, - 264, 119) 

der Form (8, 13, 11) nicht äquivalent, liefern also keine Dar- 
stellungen. 
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(585, — 69, 8) geht durch die Substitution 

y = Ix^ + 15yi 

in (11, 9, 0) über, letztere Form also in erstere durch die 
Substitution 

X\ ■ ■ ' ' iXj Xoi ~^~' ^Vo 

Vi = — 7a;2 + y2 
und somit (8, 13, 11) in (585, —69, 8) durch die Sub- 
stitution 

• ä;= — 70:2 + ^2 

y ^2 

und dadurch erhalten wir die beiden eigentlichen Darstellungen 

^ = ±7, y = ±i. 

Ebenso liefert die Form (585, 186, 59) die beiden 
Darstellungen a; = + 119, y = 4~43, und die Form 
(585, 264, 119) die beiden Darstellungen ä;= + 23, y = + 7, 
so dass sich für die vorgelegte Gleichung im Ganzen folgende 
8 Lösungen ergeben: 



X 


+ 9 


+ 7 


+ 23 


+ 119 


y 


+ 21 


+ 1 


+ 7 


+ 43 



2. Methode. Bekanntlich sind die Wurzeln der Glei- 
chung aco* + 260 + c == 0, wenn 6^ — ac = ä* ist, rational 
und liefern die rationale Zerlegung 

aci^ + 26a) + c = a ( o j ( o -j ^~~) y 

sc 

und hieraus folgt, wenn cd durch — ersetzt und beiderseits 

mit y^ multiplicirt wird, ' ' 

aa^ + 2hxy + cy^ = \x ^ff) t^^ + (* + ^)y] • 

Wird nun, wie oben in § 127, die Proportion 

Ä — 6:a = c: — (ä + ^) 

aufgestellt und das Yerhältniss h — 6 : a, in den kleinsten 

Zahlen ausgedrückt, = ß : d gesetzt, so geht unsere Zerlegung 

über in 
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(^-1 y) («^ - 'f y) = (*^ - /'»)(t ^ "" f y)> 

so dass sich endlicli; wenn 

T = ^^ J-^ 

gesetzt wird, wo /*, g ganze Zahlen sein werden, 

ax^ + 26a;y + cy* = {dx — /?y) (/a; — gy) 

ergiebt. 

Jede Darstellung von M durch die vorgelegte Form 
liefert also eine Zerlegung von M in zwei Factoren. Be- 
zeichnen umgekehrt d^ d^y d^ . . . alle Divisoren von M (1 
und M nicht ausgeschlossen und jeden sowohl positiv, als 
negativ genommen), so wird man offenbar alle Darstellungen 
von M durch die Form (a, &, c) erhalten, wenn man der Beihe 
nach 



8x — /3y = d^ 

. M 



M 



• • • 



setzt und für jedes dieser Gleichungspaare die Werthe von 
X und y berechnet. Lösungen in Brüchen sind natürlich zu 
verwerfen. 

Das Ä*® Gleichungspaar liefert 



und da 
Sg-ßf=^-^^-(h + b)-(h-h) = -2h, 

also von Null verschieden ist, so sind die für x, y erhaltenen 
Werthe völlig bestimmte. 

Beispiel. Wir wollen diese Methode auf die oben be- 
handelte Gleichung 

8a;« + 26'icy-f-lly2 = 585 

anwenden. Man erhält leicht 

8x' + 26xy + lly* = (2x + y) {4x + lly), 

und 585 hat die 24 Divisoren 

(± 1); ± 3, (± 5), (+ 9), (+ 13), ± 15, ± 39, (+ 45), 

(+65), (+117), +195, (+585). 
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Die ia Elammern ( ) gesetzten Divisoren würden Lösungen 
in Brüchen liefern. Wir haben also nur die 8 Gleichnngs- 
paare 



2x + y =± 3 
4a; + lly = + 195 



+ 15 
+ 39 



+ 39 
+ 15 



+ 195 
+ 3 



zu lösen, welche die 8 Darstellungen 



X == 



+ 9 



y = 



+ 21 



±7 
+ 1 



+ 23 



+ 119 



+ 7+43 



liefern. 

Diese Methode verliert ihre Anwendbarkeit, wenn die 
darzustellende Zahl 3f=0, wenn also die Gleichung 

{dx - ßy) {fx -gy)=^0 

in ganzen Zahlen zu lösen ist. Die Werthe von x, y müssen 
dann entweder der Gleichung Sx — j3y = 0, oder der Glei- 
chung fx — jfrr «= genügen. Was nun die erstere betriflft, 
so sind ß, S prim zu einander; dieselbe hat also die Lösungen 

(1) x = ßhy y = Sh, 

wo h jede (positive oder negative) ganze Zahl sein kann. 

Wenn femer m den grössten gemeinschaftlichen Divisor 
von f und g bezeichnet, so hat die zweite Gleichung die 
Lösungen 

(2) x = -^Jc, y^J-Tc, 

wo k gleichfalls jede ganze Zahl sein kann. Die Formeln 
(1) und (2) enthalten alle Lösungen der vorgelegten Aufgabe. 

Beispiel. Die Gleichung 

8oi^ + ZOxy + 13y2 = (2x + y) (4a; + 13y) = 

hat die Lösungen 

X '^k 

y 2k 

wo k jede ganze Zahl sein kann. 

§ 132. Darstellung der Zahlen durch Formen 
der Determinante 0. — Es sei die Determinante der Form 



und 



x= 13k 
[y^ — 4k, 
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(a, 6, c) gleich Null, also V = ac. Ferner sei m der grosste 
gemeinschaftliclie Divisor von a und c und zwar a = may 
cs==my, wo also a und y prim zu einander sind. Da nun 
H^ c=3 rn^ay ist, so muss a;/ eine Quadratzahl sein. Es ist 
aber a prim zu y, also muss sowohl a, als auch y eine 
Quadratzahl sein. 

Dies vorausgesetzt ist 

arK* + 2bxy + cj/* ^ maa:^ + 2myayxy + wyy^ 

= m (ic]/« + y■[/^^ 

und darin ist m der grosste gemeinschaftliche Divisor von a 

und c, während ]/«, V^ ganze Zahlen sind. 

Soll nun M durch die Form (a, h, c) dargestellt werden 
können, so muss M durch m theilbar und der Quotient eine 
Quadratzahl sein. Wird dieser Quotient mit q^ bezeichnet^ 
so ist 

X Ya + y Vy = + 2 ^^^ = — ü 

zu setzen, und es ergeben sich alle Darstellungen von M, 
indem man alle ganzzahligen Lösungen dieser beiden unbe- 
stimmten Gleichungen ersten Grades ermittelt, welche, da 

]/« prim zu Yy ist, stets lösbar sind, 

Beispiel. Die Gleichung 

12x^ + 36xy + 27y'' = 75 

ist in ganzen Zahlen lösbar, da der grosste gemeinschaftliche 
Divisor 3 der Zahlen 12, 27 (dessen Quadrat in 6 = 18 auf- 
geht) in 75 aufgeht und als Quotienten eine Quadratzahl, 
nämlich 25, liefert. Durch Division mit 3 erhält man 

4a;2 + 12xy + 9y^ = (2x + 3^)^ = 25; 

es ist also 

2ä; + 3y = + 5 und = — 5 

zu setzen. Die Lösungen dieser beiden Gleichungen 



(a;= — 1 - 3Ä 
y = —l + 2k 



y= 1 — 2Jc' 

in denen k jede ganze Zahl sein kann, enthalten alle Dar- 
stellungen von 75 durch die Form (12, 18, 27). 
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§ 133. Auflösung der allgemeinen Gleichung 
zweiten Grades mit zwei Unbekannten. — Wir sind jetzt 
im Stande^ die allgemeine Gleichung zweiten Grades mit zwei 
Unbekannten, der wir immer die Form 

(1) ax^ + 2ixy + cy^ + 2dx + 2ey + f=0 

geben können, in ganzen Zahlen aufzulösen. 

Wir setzen 

ic=| + a, y = v + ß', 
dann geht (1) über in • 

ag2 + 25|iy + cfi^ + 25(aa + &/3 + ti) + 2ij(6a + cß + e) 

+ {aa^ + 26«^ + cß'' + 2da + 2eß + /*) = 0. 

Verfügen wir jetzt über die noch unbestimmten Grössen 
ay ß in der Weise, dass 

aa + 6/J + d = 0, 

ba+ cß+ e^O 
wird, nehmen also 

cd — be r> ae — hd 

^~ h^ —ac^ P~ b^ — ac 

an, so erhalten wir statt der Gleichung (1) 

/o\ f-2 I oi.f- I 2 1 (b^ — ac)(ae^ — 2bde4-cd^4-f(b* — acy ^ 
(2) a|2 + 26gi2 + (^V^ + ' (&«-ac)« ^ ^ 

oder, wenn wir beiderseits mit (6^ — acf multipliciren und 
der Kürze wegen 

5 (6« — ac) = X, iy (6^ — ac) = F, 

(b^ - ac) (ae^ — 2hdc + cd^) + /'(ft^ - acf = - Jf 

setzen, 

(3) aX^ + 2hXY+cY^ = M. 

Die Gleichung (3) in ganzen Zahlen aufzulösen, ist oben für 
alle Fälle, die sich darbieten können, gelehrt worden. 
Hat man X, Y bestimmt, so liefern die Formeln 

/j^N X-^-cd'-be Y-f-ac — bd 

^^ ^ ^62——^ — , y — 'S^^'^Tc 

die entsprechenden Werthe von x, y. 

Wie man sofort sieht, sind X, Y ganze Zahlen, sobald 
Xy y ganze Zahlen sind; daher wird jede Lösung von (1) in 

Wertheim, Zahlentheorie. 24 
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ganzen Zahlen auch durch die Formeln (4) geliefert werden. 
Dagegen können diese Formeln auch gebrochene Werthe für 
x^ y geben^ die dann natürlich zu verwerfen sind. 
1. Beispiel. Es soll die Gleichung 

3a;^ + Axy + 2y* — 2a: + lOy - 28 = 

in ganzen Zahlen aufgelöst werden. Die oben dargelegte Sub- 
stitution führt zu der neuen Gleichung 

3X« + 4Xr-^2r«^306. 

Die Determinante der Form (3, 2, 2) ist — 2. Wir lösen 
also zunächst die Gongruenz 

I« = — 2 (mod. 306 = 2 . 3* . 17); 

dieselbe hat die 4 Wurzeln +58, +112, die wir einzeln zu 
prüfen haben. 

1. Darstellungen, die zur Wurzel + 58 gehören. 

Reihe der benachbarten Formen: 

(3, 2, 2), (2, 0, 1), (1, 3, 11), (11, — 58, 306), (306, 58, 11). 



A, = 








Da m = 1 , also — ^J > 4 ist, so ergeben sich nur die 
beiden Darstellungen: 

z = + i6, r= + 11. 

2. Darstellungen, die zu — 58 gehören. 
Formenreihe: 
(3, 2, 2), (2, 0, 1), (1, -3, U), (11, 58, 306), 

(306, —58, 11). 

Ä, = 1 ' 




\= 3 


Äg — 5 

3 


A4— 




1 


16 


3 


1 


4 


21 


4 



Darstellungen: X == + 16, r= + 21. 
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3. Darstellungen^ die zu + 112 gehören. 
Formenreihe: 

(3, 2, 2), (2, 0, 1), (1, - 1, 3), (3, - 11, 41), 
(41, — 112, 306), (306, 112, 41). 



h. — l 


h — 1 


Ä3 = -4 


K 3 


h,-0 







1 


1 


3 


8 


3 


1 


1 


-2 


7 


19 


7 



Darstellungen: X »= + 8, r= + 19. 

4. Darstellungen, die zu — 112 gehören. 

Formenreihe: 

(3, 2, 2), (2, 0, 1), (1, 1, 3), (3, 11, 41),.(41, 112, 306), 

(306> —112, 41). 



Ä. 







1 




/ts = 4 



— 1 



1 







Ä^ — 3 


*5-0 




-3 


8 


3 


— 1 


3 


1 



Darstellungen: X = ±8, Y = + 3. 

5. Uneigentliehe Darstellungen. Setzen wir 

x==3Z', r=3r, 

so erhalten vrir, indem wir den Factor 9 beiderseits fortlassen, 

3X'^ + 4Z'r2 + 2r2=34. 

Die Congruenz 

|2=- 2(mod. 34) 

hat die beiden Wurzeln + 10. 

Der ersten Wurzel entspricht die Formenreihe 

(3, 2, 2), (2, 0, 1), (1, 1, 3), (3, - 10, 34), (34, 10, 3). 



h, == 1 


Ä,-l 


A3 3 


A4 — 







1 


— 1 


4 


1 


1 


1 





1 






Darstellungen: X' = + 4, F = + 1 , 
also X=± 12, r= + 3. 



24 
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Der zweiten Wurzel entspricht die Formenreihe 
(3, 2, 2), (2, 0, 1), (1, - 1, 3), (3, 10, 34), (34, - 10, 3). 



h, = l 


Äg = - 1 


Ä,-3 


Ä^-0 







1 


1 


4 


1 


1 


1 


. -2 


-7 


2 



also 



Darstellungen: X' = + 4, Y' = + 7, 



X=±\2, r= + 21. 

Nachdem wir so X, Y bestimmt haben, liefern die 
Formeln (4), die fOr die vorliegende Gleichung in 



« = 



X — 12 



r+ 17 



_ 2 » y ■ 2 

Übergehen, die entsprechenden Werthe von x, y. Man erhält 
die 12 Lösungen: 



X 



— 2 



14 



— 2 



14 



10 



10 



y 



— 3 



14 



X 



y 



+ 2 







— 7 



19 



12 



1 







18 



12 



— 10 



— 7 



-10 



19 



2. Beispiel. Die Gleichung 

«* + 2xy — 5y* 4" 4a; — lOy 



13 = 



geht über in 



wo 



X* + 2Xr- 53^ = 318, 



X = 



X- 5 



6 ' ^ 6 

ist. Zunächst haben wir die Hülfsgleichung 



zu lösen. 



<a _ 6m« = l 

(1, 2, - 2) , (- 2, 2, 1),| (1,2,-2) 



2 


4 




1 


2 


9 


ü 


1 


4 ' 
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also 



« = 1, ^ = 4, y = 2, 8 = 9, 
T=5, £^=2, — = 10 



und 



t 



10 . 5 - 1 = 49 



10.49 — 5 = 485 



u 







10 . 2 - = 20 



10 . 20 — 2 = 198 



wo jede Colonne 4 Lösungen darstellt. 
Nun hat die Congruenz 

|2 = 6(mod.318) 
die beiden Wurzeln + 18. 

1. Darstellungen^ die zu + 18 gehören. 
Formenreihe: 

(1, 1,-5), (-5, - 1, 1), (1, - 18, 318), (318, 18, 1) 
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Darstellungen: Z = 19^ — 24w, Y= — t+ 18w, 
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x= = 3^ — 4w— 1 + —^ 

y -r- = 3^,_i__:r„. 

Ganze Werthe von x, y liefern also nur diejenigen Lö- 
sungen der Peirschen Gleichung, bei denen ^ + 1 durch 6 
theilbar ist, also z. B. 
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2. Darstellungen, die zu — 18 gehören. 
Formenreihe : 
(1, 1, - 5), (- 5, - 1, 1), (1, 18, 318), (318, 



18, 1) 
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Darstellungen: |X= — 17^+12w 



{^ = ''''\''^'- -^^-^3t + 2u-l + i±^ 
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Hinsichtlich der ganzen Werthe von x, y gilt dieselbe 
Bemerkung wie oben. Man erhält z. B. die Tabelle 
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